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Instrucciones: Complete sus respuestas dnicamente dentro de los recuadros. No se permiten
borrones. Trabaje con 4 decimales salvo indicacién contraria. La falta del codigo de alumno implica
una calificaciéon de 0. Revise ambas caras de la hoja. El uso de lapiz anula el derecho a reclamo.
Se permite tinicamente calculadora cientifica de dos lineas no programable, mas no de apuntes.

Determine la veracidad de las siguientes proposiciones, indicando si son Verdaderas (V) o
Falsas (F). En cada caso, justifique claramente su respuesta.

1. [2 pts] Sea A € R*** la matriz resultante de la discretizacion de un problema eliptico
modelo. Sean T); y Tzs las matrices de iteracion de Jacobi y Gauss—Seidel, respectivamente.
Se sabe que los los valores propios de T'; estan dados por:

1 T T

ij = §(cos <z§> + cos (]g)) , parai,j € {1,2}.

y que el radio espectral del método de Gauss-Seidel satisface p(Tgs) = p(T)>.
Se puede afirmar que:

"El método de Jacobi converge mds rdpido que el método de Gauss—Seidel."

2. [2 pts] Se presentan dos secuencias de bits que representan niimeros reales en formato IEEE
754 precision simple (A) y precision doble (B):

e A:1 10000011 10110000000000000000000
e B: 1 00010000011 1011000000000000000000000000000000000000000000000000

Se afirma que:



"Las dos representaciones corresponden al mismo numero real."

3. [3 pts] En un experimento de geofisica se desea determinar la altura h de un punto respecto
a un nivel de referencia utilizando un barémetro, suponiendo que la atmosfera se comporta
como un gas ideal en condiciones isotérmicas. Bajo estas hipodtesis, la altura puede obtenerse

mediante la expresion:

P = 89500 Pa 4 75 Pa
T=288K+05%
=BT ln<&> Py = 101325 Pa

R =287 J/(kg-K)

g =9.81 m/s?

donde Fj es la presion atmosférica al nivel de referencia, P es la presion medida en el punto
de interés, T' es la temperatura absoluta del aire, R es la constante especifica del aire y g es

la aceleracion de la gravedad.
a. [2 pts] Identifique las incertidumbres absolutas de cada pardmetro y deduzca una

expresion analitica para la incertidumbre absoluta en la estimacion de la altura h
desarrollando las derivadas correspondientes. Nota: No reemplazar atun valores

numéricos.



b. [1 pts] Halle el valor de la estimacién de la altura h y su correspondiente incertidumbre
relativa. Nota: No realizar cambio de unidades.

2

4. [3 pts] Sea un nimero a > 0, considere la ecuacién no lineal f(z) = 2° —a = 0. Realice lo

siguiente:

a. [1.5 pts] Aproxime v/5 a partir de la ecuacién no lineal mediante el método de Newton-
Raphson con un punto semilla o = 2 y una tolerancia de 0.01.



b. [1.5 pts] Sea a = 2, muestre que la férmula de iteracién de Newton-Raphson

f(xk)

Tgt+1 = Tk — f’(Ik)

define un esquema de punto fijo = g(z) que cumple la condicién de contraccién en el
intervalo [1,2].




5. [10 pts] Considere la siguiente ecuacién diferencial ordinaria que modela el transporte
unidimensional en estado estacionario de un contaminante en un medio de longitud
L = 3 m. El contaminante se difunde en el medio, se degrada biolégicamente a una tasa
proporcional a su concentracion y existe ademas una fuente volumétrica uniforme en todo el
dominio. La concentracién del contaminante se denota por C(z) y tiene unidades de kg/m?.

D=2 m?/s (coeficiente de difusién)
d?C kg =1 s~1  (constante de decaimiento bioldgico)
D dx2 - de =-5 S=5 kg/(m3.s)  (fuente volumétrica uniforme)
Jo=4  kg/(m?s) (flujo masico impuesto)
L=3m
ac Jo
@l =D C; = 10
*0=0 (Dirichlet)
(Neumann) x, =0 X, Xy x3=1L

El grafico muestra el dominio discretizado mediante 4 nodos (incluyendo los nodos frontera),
igualmente espaciados y ordenados en el intervalo 0 < z < 3 m. Ademas, se especifica una
frontera izquierda tipo Neumann (flujo méasico prescrito que ingresa al dominio) y una
frontera derecha tipo Dirichlet (reservorio con concentracion constante).

a) [4 ptos] Discretice la ecuacién diferencial que describe la concentracién C'(z) utilizando
los valores numéricos de los parametros del modelo y el valor de Ax. Para ello, use las
siguientes aproximaciones para las derivadas:

d*C Ci1 —2C; 4+ Ci4 ac

—| = nodos internos), —
( )

G =Gy
dz? |, - (Azx)? -

A (frontera izquierda)
T

zo

Luego, utilizando la condicién de frontera para eliminar Cy, escriba el sistema de

ecuaciones en forma matricial AC = b, donde C = {C’l CQ]T.




b) [4 ptos] Suponiendo que el sistema lineal obtenido en el item anterior queda expresado

como; A e

aplique el método de Gauss—Seidel para resolver el sistema, utilizando el punto

T
semilla C© = {5 7} y una tolerancia de 0.01. Nota: Use la norma infinito (|| - [|~) ¥y
el error relativo como criterio de convergencia.




c) [2 ptos] Halle el radio espectral de la matriz de iteracién de Gauss-Seidel del item
(b). En base al resultado de dicho anélisis indique claramente si el método converge
o diverge.




Formulario:

1. Teoria de errores (Varias variables): Sean

las medidas #7,...,27, con incertidumbres
Ag;. Para g = f(x1,...,2,), la incertidumbre
estimada es:

of

n
Aq =~ Z
i=1

. Aritmética del punto flotante: El punto
flotante de = # 0, en el estandar IEEE 754,
sigue la férmula:

fl(x) = £ (Ldids ... d,), x 25i~BIAS

donde dids...d, es la mantisa, E; es el
exponente interno, BIAS es el sesgo (127 para
precisién simple y 1023 para precisién doble).

. Método de Newton - Raphson: Usar:

f(z:)
[/ (i)

Titl = Tj —

considerando f'(x;) # 0 y criterio de parada
al error relativo.

. Convergencia del método del punto fijo:
Sean a,b € R tales que a < by sea g : [a,b] —
R una funcién continua en [a, b] y derivable en
(a,b) que satisface:

a) Para cualquier punto z en [a,b], se
tiene que g(z) € [a,b] (condicién de
existencia).

b) Se cumple |¢'(x)| < 1 para cualquier z €
(a,b) (condicién de contraccién).

Entonces existe un unico punto p € (a,b)
tal que g(p) = p. Ademas, si 70 es algtin
punto del intervalo [a, b], v la sucesién {z(*)}
se construye de manera recursiva

5 = g(z ()

entonces, la sucesion {z¥)} converge al punto
fijo p de la funcién g.

5. Métodos Iterativos (Ax = b): Sea la

descomposicion A =D — L —U.

a1l 0 N 0
0 as ... 0
D= . :
0 0 ... anpn
0 0 0]
—an1 0 0
L =
—Qp1 ... —Qpp-1 0_
0 —ai2 ... —Qa1n 1
U — 0 0
: : —An—1,n
0 0 ... 0 |

. Esquema iterativo de Gauss - Seidel(forma matricial):

KD = T ®) |

donde T,s = (D — L)"'U, es la matriz
de iteracibn de Gauss-Seidel vy
cgs = (D — L)7'b es el vector de Gauss-
Seidel.

. Esquema iterativo de Gauss - Seidel (forma algebraica):

k) _ Lo )
x = o (bl 1275 a1y, ),
(kt1) _ 1 o (k+1) (k)
Ty = o (bg a1, a2nT,, ),
1
(k+1) — = (p _ (k+1) (k+1)
z, aﬂﬂ( n an1Tq Ann—1Ly_1 )

. Convergencia (Radio Espectral): El método

converge si y solo si p(T) < 1, donde:

p(T) = max{|\| : \ es valor propio de T'}

. Norma infinito de un vector y error

relativo:
e -]

(Ll

. k+1
[xlloo = mdx ol , 6D =



