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Instrucciones: Se permite el uso de calculadora, trabaje con 4 decimales. En caso de no
colocar su nombre, tendra calificacién cero sin lugar a reclamo, use inicamente los espacios
provistos y no desglose hoja alguna.

Apellidos y Nombres:

Duracion 100 minutos

CONCEPTUALIZACION
Determine la veracidad de las siguientes proposiciones, indicando si son Verdaderas (V) o
Falsas (F). En cada caso, justifique claramente su respuesta.

T4+ 3 -2
1. [2 ptos]| Sea la funcién g(x) = % escrita en forma de punto fijo. Se afirma

que, como g(x) cumple la condicién de contraccién en el intervalo [—1, 2], el método
iterativo x, ., = g(x,) converge para todo x(® € [~1, 2].
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2. [2 ptos] Sea f(z) = az® + bx* + cx + d con a # 0. Sean x¢, 1, T2 tres nimeros
distintos y Py(z) el polinomio interpolante de grado < 2 de f en dichos puntos. Es
correcto afirmar que: “La funcién error E'(x) es un polinomio cuadrdtico (de grado < 2)”.

Sugerencia: Sea f(z) una funcién con n+1 derivadas continuas en [a, b]. Si g, 21, ..., T,
son nodos distintos de interpolacién de f y P,(x) es el polinomio interpolante de grado
< n tal que P,(x;) = f(x;), entonces el error de interpolacién es:
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PROCEDIMENTAL

3. [3 ptos| La energia especifica F' de un flujo parcialmente lleno en un canal circular se
puede determinar mediante la expresion:

2 2 —2
E = D <1 —cos€> + & [D—(Q—sin@}
2 2) 24 |8

donde D es el diametro del conducto, @) es el caudal del flujo, g es la aceleracion de la
gravedad y € es el angulo central que define la profundidad del flujo en la seccién.

Se desea determinar el angulo 6 (en radianes) que satisface una energia especifica de
E = 0.32m, para un didmetro D = 2m, caudal Q = 0.2m?/s y g = 9.81m/s".

a. [1 pts] Considerando f(0) = E(0) — E, halle la expresién f'(6).

b. [2 pts] Lleve a cabo el método de Newton para determinar la solucién aproximada
usando #®) = 1.6 y una tolerancia de 0.02.




4. [3 ptos] En un tinel de viento se desea representar la fuerza de arrastre adimensional
Cp de un perfil aerodinamico en funcién del &ngulo de ataque a. Se realizaron ensayos
experimentales obteniéndose los siguientes datos:

k o 1 2
a) | 5 10 15
Cp(a) | 0.04 0.08 0.13

a. [2 pts] Determine los polinomios bésicos de Lagrange L(V) (k= 0,1,2). No es
necesario desarrollar o simplificar la expresion.

b. [1 pts] Construya el polinomio de interpolacién de Lagrange. Luego estime el valor
de Cp(7°).




APLICACIONES

5. [10 ptos] Considere la siguiente ecuacién diferencial que surge de la forma adimensional
de la ecuacion de Schrodinger estacionaria para una particula confinada en un potencial
periédico del tipo V(z) = Vj cos(2x):

2>

ﬁ+ (a—2qcos(2x))w:0 , 0 <z <2m,
x

Sujeta a las condiciones de frontera: 1 (0) =0, P(2m) = 1.

El pardmetro a representa la energia adimensional (a o< E'), ¢ caracteriza la intensidad
adimensional del potencial (¢ x V) y @ es una variable adimensional (posicién escalada).
La funcién de onda () tiene unidades de m~'/2 que no se alteran por el escalado.

a) [3 ptos] Discretice la ecuacién diferencial que describe la funcién de onda ¢(x).
Considere 5 nodos (incluyendo las fronteras) igualmente espaciados y ordenados
en el intervalo 0 < x < 2, calcule Az. Ademas, considere las siguientes expresiones
para las derivadas:

PPl i — 2+ by dy Vi1 — P

dz? . - (Ax)? ’ de |, ~ T Ax
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Luego, escriba el sistema de ecuaciones para los valores interiores 1, 19,13 en
forma matricial Ay = b en términos de a y ¢ (use los valores de x; y Ax).




b) [3 ptos] Considerando los valores: a = 5y ¢ = 1.5, analice el radio espectral de
la matriz de iteracién de Jacobi. En base al resultado de dicho analisis indique
claramente si el método converge o diverge.




c) [4 ptos] Aplique el método de Jacobi considerado a = 5y ¢ = 1.5, con un

punto semilla de @ = [—0.01 0.025 —0.05]T y una tolerancia de 0.01. Nota:
Use la norma infinito (||-||~) v €l error relativo como criterio de proximidad a la raiz.




Formulario:

1. Convergencia del método del punto fijo: Sean a,b € R tales que a < b y sea
g : [a,b] — R una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b) que satisface:

a) Para cualquier punto x en [a, b], se tiene que g(x) € [a,b] (condicién de existencia).

b) Se cumple |¢'(x)| < 1 para cualquier x € (a,b) (condicién de contraccion).

Entonces existe un tinico punto p € (a,b) tal que g(p) = p. Ademés, si (¥ es algtin
punto del intervalo [a, b], y la sucesién {x*)} se construye de manera recursiva

2R+ — g(az(k))

entonces la sucesiéon {2®)} converge al punto fijo p de la funcién g.
2. Férmula del método de Newton - Raphson:
f'(@)

considerando f’(z;) # 0 y criterio de parada al error relativo.

Tit1 = Li —

3. Métodos Iterativos: Sea el sistema Axr = b, donde:
ail a2 ... Qin a11 0 0 0 0 ... 0 0 —aj2 ... —ain

a21 as2 ... Q2n 0 —a21 0 ... 0 0 0 ... —a2n
A= 1| . . . . D . .
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anl  Gn2 ... Gnn 0 O' —ap1 —apn2 ... O 0 0 0

= Fsquema iterativo de Jacobi:

g* ) = DY L+ U)2™ + D71
donde T; = D' (L + U), es la matriz de iteracién de Jacobi y ¢; = D7'b es el
vector de Jacobi.

» Radio espectral de T (p(T)): p(T) = Max{|\| : A es valor propio de T'}

» Norma infinito de un vector: Sea x = (x1,xs,...,x,) € R™ un vector:

2]l = méx ||
1<i<n

4. Polinomio basico de Lagrange: Para n + 1 datos (z;, ;) se tiene:

) — (x—z;) (z—x0)(z—21)...(r — 20 1) (T — Tps1) ... (T — Tp)
Li(z) = OS]HSR (), — ) C(wp —mo) (@ — 1) . (T — ) (T — Tpg) - (T — )
J#k
Propiedades:

= [ es un polinomio de grado n.
1 sik=j

= Ly(z;) = !
0 sik#j

El polinomio interpolante es P,(z) = ZykLk(x)
k=0



