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Instrucciones: Complete sus respuestas dnicamente dentro de los recuadros. No se permiten
borrones. Trabaje con 4 decimales salvo indicacién contraria. La falta del codigo de alumno implica
una calificaciéon de 0. Revise ambas caras de la hoja. El uso de lapiz anula el derecho a reclamo.
Se permite tinicamente calculadora cientifica de dos lineas no programable, mas no de apuntes.

Determine la veracidad de las siguientes proposiciones, indicando si son Verdaderas (V) o
Falsas (F). En cada caso, justifique claramente su respuesta.

1. [2 pts] En un medio poroso saturado, la concentracién estacionaria u(z) de un contaminante
disuelto en una columna de longitud 1 m esta gobernada por el modelo de difusiéon-reaccion
lineal:

—Du"(x) + c(z) u(z) = f(x), 0<z<l1,

donde:
e D =1 es el coeficiente de difusion efectivo,
e c(z) = 2 + 2? representa una tasa de reaccién quimica (consumo del contaminante),
e f(x) = sin(mrz) modela una fuente distribuida.

Ademas, los valores de concentracién en los extremos del dominio: u(0) = 0,u(1) = 1.

Se puede afirmar que:

"El problema de valor de frontera anterior tiene solucion dnica en [0, 1]."




2. [2 pts] Dados los puntos de interpolacién (zo,4o) , (z1,y1) ¥ (22, ¥2), la construccién del
spline ctbico natural para dichos puntos, tiene la forma:

S(z) = So(x) = ag(z — x0)* + bo(x — 20)* + co(x — 30) +do ; x € [w0, 71],
Si(x)=ai(r —x1)* +bi(z — )’ + (v —21) +dy ;€ [21, 7).

y requiere la formulacién y solucion de un sistema lineal de p ecuaciones con p incégnitas (los
coeficientes del spline). Alternativamente, puede plantearse un sistema lineal de g ecuaciones
con ¢ incognitas en términos de M; = S”(x;), para luego determinar los coeficientes de dicho
spline. En este caso, se puede afirmar que p — ¢ = 1.

3. [3 pts] En un experimento de ingenieria ambiental se midi6 el coeficiente de difusién D de
un gas contaminante en aire seco a distintas temperaturas. Los resultados fueron:

TCEC) |7 112]22]29
D (cm?/s) | 0.2]0.6 0.7 ] 1.1

a) [1.5 pts] Construya la tabla de diferencias divididas de Newton. Nota: Incluya
en la tabla la data experimental.




b) [1.5 pts] Halle el polinomio interpolante y luego estime el coeficiente de difusién del
gasa T = 26°C.

4. [3 pts| Para calcular la siguiente integral

ffZ/OGf(x)dl’?

se procede dividiendo por tramos.

a) [1 pts] Para cada tramo, realice el cambio de variable lineal y escriba la integral
correspondiente en el intervalo estindar z € [—1,1].

b) [2 pts] Aplique la cuadratura Gauss-Legendre de 3 puntos en cada tramo y luego
indique el valor aproximado de I.




5. [10 pts] En un modelo de Resonancia Magnética Nuclear (RMN), una vez finalizado un
pulso corto de radiofrecuencia, la magnetizacion transversal m(t) evoluciona libremente bajo
la accion del campo magnético estatico By, perdiendo coherencia debido a los efectos de
relajacion transversal. Un modelo simplificado para describir este fenémeno es el oscilador

armonico amortiguado:
d*m Y dm L 0
— — 4 w'm=
dt? dt

donde:

e m(t) representa la magnetizacién transversal,
e w es la frecuencia natural del sistema (frecuencia de Larmor),

1
o = T €8 el coeficiente asociado a la relajacion transversal.
2

Se sabe que inmediatamente después de un pulso de 90°, la magnetizacion transversal alcanza
su valor maximo y no posee velocidad inicial, esto es:

a) [2 pts] Plantee el modelo matemdtico como un sistema de ecuaciones diferenciales de
primer orden (PVI) en forma vectorial y' = F(t,y).

b) [6 pts] Considere ahora una variacién del sistema en el que los pardmetros son w = 1.5,
T, = 4. Esto resulta en el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden:

u=v u(0) =
v

1
1 9
vVV=—-v—>u, v(0)=0

2 4
Realice los calculos necesarios utilizando el método de Runge-Kutta de cuarto
orden (RK4) para completar la tabla siguiente. Use un tamano de paso h = 1. Nota:
Mostrar procedimiento, completar unicamente la tabla no le otorgard el puntaje completo.



ti u; V; k; ko ks ky
0 1 0 0 — 0.5625

—2.2500 | —0.0702
1 | 0.2500 | -1.1367 —1.1338 — 04951

I | 1.2832 0.9606
5 —0.2812 0.3649 0.3616 0.2791
1.2922 1.2855 0.5603 0.1984

3 | -0.2700 | 0.5825 - B . o




¢) [2 pts] Calcule el indice RMSE de la magnetizacién aproximada obtenida mediante

el método RK4 (myum) en los nodos t = 0, 1, 2, 3, utilizando como referencia los siguientes
valores exactos:

tj Mexacta (t] )
0 1
1 0.2025
2| —0.5776
3| —0.2053
El indice RMSE esta definido por:
M—-1 )
RMSE = Z (mnum(tj) - mexacta(tj))
M =

donde M = 4 es el nimero total de nodos considerados.




Formulario de Métodos Numeéricos

1. Interpolacion Polinomial

Polinomio de Newton (Diferencias Divididas):

n—1

Pyu(z) = flzo] + -+ flzo....,@a] [[(z — )

=0

2. Splines Cubicos Naturales

En el subintervalo [x;, x;11]:

Si(z) = a;j(x — 2;)* + bi(x — 2)* + c;(x — 25) + d;

Coeficientes (h; = @41 — x; y M; = S} (2:)):
M1 — M, M;
0 = 2 = i b=
6h; 2
M1 + 2M;

hi di =y

¢ = flws, wia] —

6

Nota: Se resuelve el sistema tridiagonal AM =
6b.

3. Integracion Numérica

Cuadratura de Gauss-Legendre:

[ o)z~ Y cl=)

-1

=0
Ptos ¢ 1 ¢ 20 z1 29
1 1

2 1 1 —_ —
V3 V3

5 8 5 3 3

3 — = = —/= 0 -

9 9 9 5 5

Cambio de Variable (Deduccion):

A. Argumento de Proporcionalidad:

_ 7P
q=p

b—a

B. Andlisis de la Recta z(z):

Ax_b—a

mzi_
Az q—p

— x—a=m(z—0p)

4. EDO y Sistemas (PVI)
ki =F(t;,y;)

h h

- F(tz + %7Yi + %kl)
F(t; + 5 Yi + §k2)

=F(t;+ h,y; + hks)

ko

k3

k,
h

Yit1 =Y + 6(1{1 + 2ks + 2ks + ky)

5. Problemas de Valor de Frontera (PVF)

Forma estindar: y" = p(x)y' + q(x)y + r(x)
Ezistencia: Si p, q,r son continuas y ¢(z) > 0 en
[a, b], existe solucién unica.



