Métodos Numéricos

Examen Final
Pregrado
2025-0

Instrucciones: Se permite el uso de calculadora, trabaje con 4 decimales. En caso de no
colocar su nombre, tendra calificacion cero sin lugar a reclamo, use inicamente los espacios
provistos y no desglose hoja alguna.

Apellidos y Nombres:

Duracion 100 minutos

CONCEPTUALIZACION
Determine la veracidad de las siguientes proposiciones, indicando si son Verdaderas (V) o
Falsas (F). En cada caso, justifique claramente su respuesta.

1. [2 ptos] Sea la funcién cuadrética f(z) = z*+bx+cy Py(x) el polinomio interpolante en
los puntos (—1, f(—1)), (0, £(0)), (1, f(1)). Entonces el error de interpolacién polinomial
es 0; es decir, Ey(z, f) = 0 para todo —1 < x < 1.

Solucién:
Como tenemos 3 puntos que pasan por un polinomio de grado 2, el polinomio interpolador
también tendra grado 2 y como el polinomio interpolador es tinico, entonces:

flz) = Py(z), Vzel[-1,1]

por lo tanto, Fy(z, f) = 0 para todo —1 < x < 1. En consecuencia la afirmacién es
verdadera.

2. [2 ptos]| Se tiene una funcién f cuya derivada en el punto o necesita ser aproximada,
considerando el tamanio de paso h > 0. Si tenemos en cuenta las aproximaciones:

f(zo+h) — f(xo)
h

Fa) ~ f(xo) — £($0 —h)

Siempre la aproximacion hacia adelante es mayor que la aproximacion hacia atréas

f'(wo) ~

aproximacion hacia adelante

aproximacién hacia atras

Solucion:
Si consideramos la siguiente data:

z |1 2
flx)]2 4

3
6

ambas aproximaciones nos dan f’(2) ~ 2. Falso.



PROCEDIMENTAL

3. [3 ptos] Considere la funcién: f(z) = 2v/3sin (E>, construya el spline ctibico natural

que pasa por (0, f(0)), (1, f(1)),(2, f(2)) y posteriormente calcule el error absoluto ge-
nerado por la aproximacién del spline cibico natural al pasar por el punto (0.5, f(0.5)).
Debera mostrar el proceso de la obtenciéon de todos los coeficientes, sustente el desarrollo
en su totalidad.

Solucién:
Los puntos con los que trabajaremos son: (0,0), (1, 3),(2,3); a partir de ellos, obtenemos
la siguiente tabla:

z‘x‘y‘h‘y[wl,xzﬂ}
00|01 3
111131 0
21213

Ya conocemos los valores My = My = 0, para obtener el valor de M; resolvemos la
siguiente ecuacion:

18

A partir de estos valores, obtenemos los coeficientes del spline:

My — M, 3
=== 07
W= " 6h, 1
M
b:—:O
07 9
My + 2M, -3
CO - y['rO?:B].] - gho == 3 _—_—= 375
6 4
do=1yo=0
My — M, 3
= =—-=0.75
“E 6, 1
M 1
b1=71:——8:—2.25
My +2M —6
C1:y[ZE1,JZ2] 2—2 1h1—0—T:15
dlzylz

Finalmente, el spline ctibico natural queda de la forma:

(2) = —0.7522 + 3.75x 0<z<1
075z =1 =225 —1)2+ 15z —-1)+3 ,1<z<2

Para calcular el error, calculamos primero el valor de S(0.5)

S(0.5) = —0.75(0.5%) + 3.75(0.5) = 1.78125

2



Calculamos también el valor exacto:
£(0.5) = 2v/3sin (g) — /3 ~ 1.73205
Luego, calculamos el error absoluto:

error = | f(0.5) — S(0.5)| ~ 0.0492

. [3 ptos] En aerodindmica de aerogeneradores, la fuerza de sustentacién por unidad de
envergadura se obtiene integrando el coeficiente de sustentacion a lo largo de la cuerda
de la pala, donde z representa la coordenada a lo largo de dicha cuerda.

¢q 2
L = / §pU2 Crdx, donde Cpr(x)=1.2+04cos (_x)
0 c

donde L es la fuerza de sustentacién (N/m), p la densidad del aire (kg/m?), U la velocidad
del viento (m/s), Cr(x) el coeficiente de sustentacién y ¢ la cuerda de la pala (m). El
coeficiente de sustentacién varia a lo largo de la cuerda segin una funciéon peridédica que
modela la interaccién aerodinamica con el flujo.

Con base en esta informacién, resuelva lo siguiente:

a. [0.5 pts] Exprese la integral en términos de la variable de referencia z en el inter-
valo [—1,1] de la cuadratura gaussiana, es decir, encuentre la funcién g(z) tal que
1

L= / 9lz)dz

Solucion:
Realizamos el cambio de variable:

c+cz
.’L‘:
2

— dx = gdz

Reemplazamos en la integral:

1
I 5 2 c+tecez c
L—/_ ipU [1.2+0.4c05 <—. 5 )]édz

1 C

1
1
L= / ZPU2C[1'2 + 0.4 cos(1 + z)|dz

1

La funcién g(z) es:

1
g(z) = ZpU20[1.2 + 0.4 cos(1 + z)]



b. [1.5 pts] Aproxime el valor de la integral utilizando la Cuadratura Gaussiana con
2 puntos. Use los valores: ¢ = 2m, U = 12m/s, p = 1.225kg/m?. Desarrolle los
célculos detalladamente.

Solucion:
Reemplazamos los valores de los parametros:

1
1
L= / 1% 1.225 x 12% x 2[1.2 + 0.4 cos(1 + 2)]d=»

-1

1
L= / 88.2[1.2 + 0.4 cos(1 + z)]dz
-1
Aproximamos con dos puntos,

L~ 1x882[1.2+0.4cos(1—1/v3)] +1 x 88.2[1.2 + 0.4 cos(1 + 1/V3)]

L ~ 243.6243

c. [1 pt] Determine la cota del error de la aproximacién obtenida para la integral en
el inciso (b).
Solucién:
Hallamos la cuarta derivada de g(z) = 88.2[1.2 + 0.4 cos(1 + z)|, y acotamos:
gW(2) = 88.2 x 0.4 x cos(1 + 2)
19 (€)] < 88.2 x 0.4 = 35.2800

Luego:

! 1
g n '3|g (&) 135 x 35.2800 = 0.2613



APLICACIONES

5. [10 puntos] Bajo una carga uniforme, las pequenas deflexiones y de una viga apoyada
en ambos extremos estan dadas por la siguiente ecuacion diferencial:

Py ¢
o) uil A SN — (L) =
T2 = 3t@ 1), y(0)=y(L) =0,

donde:

ET es la rigidez a la flexion de la viga, siendo E el moédulo de elasticidad del
material e I el momento de inercia de la seccién transversal de la viga.

q es la magnitud de la carga uniformemente distribuida por unidad de
longitud.

L es la longitud de la viga entre los dos apoyos.

x es la coordenada longitudinal a lo largo de la viga, con x = 0 y x = L correspon-
diendo a los extremos apoyados.

y(x) es la deflexién vertical de la viga en el punto z.

a) [3 ptos] Plantee los 2 problemas de valor inicial que se requieren para
aplicar el método del disparo. Luego, para cada PVI, plantee su corres-
pondiente sistema de ecuaciones diferenciales.

Solucion:
El primer PVTI es:

3BT

{y{’zix(az—L) 0<zx<L
y1(0) = 0,3;(0) =0

Hacemos el cambio de variable: u; =y, us = 47, la EDO se convierte en el sistema:

u/1 = X9, ul(O) =0

ub = %x(w — L), u2(0) =0
El segundo PVT es:

ys =0 0<zr<L

y2(0) = 0,5(0) =1

Hacemos el cambio de variable: u; =y, us = 47, la EDO se convierte en el sistema:

'LLll = U9, (751 (O)
u’2 = O, UQ(O)

0
1



b) [3 ptos| Aproxime la solucién del primer problema de valor inicial uti-
lizando el método de Runge-Kutta de segundo orden (RK2) y conside-
rando los siguientes valores: L = 10ft, EI = 1250kip - ft, ¢ = 0.6kip/ft.
Complete la tabla siguiente con los resultados obtenidos.

x Y1
0
)
10

Solucién:
Reemplazamos los valores de los parametros, y nos queda el sistema EDO:

uy = ug u1(0) =0
1
Definimos a la variable u = [ Zl ] , vy a la funcién:
2

F(z,u) = [ e ]

Primera iteracién: i = 0, o = 0 y consideramos h = 5 (de tabla), entonces:

1 1
— h =k —k
u; = ug + (2 1+ 5 2)

donde

Ky = F(x0, ug) = { 8 }

0 0

kzzF(ZEo—f-h,uO—f—(E)){O}):{_0.004}

u; = 0 +95 1 0 —1—1 0 —uy = 0

710 210" 2] —0.004 Y7 001
Segunda iteracién: i =1, v1 = 2o+ h =0+ 5 = 5, entonces:

1 1

u2:u1+h(§k1+§k2)

donde

—0.01
ki = Flz,m) = { —0.004 ]

ky=F (xl +5,u1 + (5) { :0960014 D = { _0603 }



[0 ] (L] 00 ], 1] -003 [ 01
2= o1 21 —0004 | 2] 0 2= 002

Completamos la tabla:

T hn
0 0
5) 0
10 | =0.1

c¢) [2 ptos] Aproxime la solucién del segundo problema de valor inicial utili-
zando el método de Runge-Kutta de segundo orden (RK2). y considerando
los mismos valores siguientes: L = 10ft, EI = 1250kip - ft, ¢ = 0.6 kip/ft.

Complete la tabla siguiente con los resultados obtenidos.

z Y2
0
5
10
Solucién:
Reemplazamos los valores de los parametros, y nos queda el sistema EDO:
Uy = us, u1(0) =0
ub, =0, uz(0) =1

Definimos a la variable u = [ Zl ] , v a la funcién:

F(z,u) = { "‘g ]
Primera iteracién: i = 0, 7o = 0 y consideramos h = 5 (de tabla), entonces:
1 1
u; = Ug + h (51{1 + §k2>
donde

ky = F(20, uo) — [ ; }

kz:F(xo+h,uO+(5)[(1)D: {H

w= (9]0 (8] 5 [4]) - —m-[F]

Segunda iteracién: i =1, 1 = 29+ h = 0+ 5 = 5, entonces:

1 1
= h{ =k -k
U = uy + (2 1+ 5 2)



donde

ky = Flay, ) = [ ; }

kz:F(x1+5,u1+(5>[(1J]):[(l)]

[ sG] |

Completamos la tabla:

T | Y
010
515
10| 10

10
1

d) [2 ptos] Aplique el método del disparo utilizando los resultados previos. Luego

complete la tabla siguiente.

T Yaprox

0
)
10

Finalmente, dada la solucién exacta y(5) = 0.041667, calcule el error relativo
al aproximar este valor mediante el método del disparo.

Solucién:
Para completar la tabla, usamos la funcién:
_ 0 —y:(10)
(@) = (@) + 2 9a(e) = 01 (@) + 7= ()
ylr) =y\x 10-92515 =N 100-3/235

A partir de los valores anteriores, completamos la tabla:

Calculamos el error relativo:

~10.041667 — 0.05]

= 0.19999
10.041667]

error



