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Indicaciones
1. Escribir claramente su c6digo de alumno dentro del recuadro de arriba.
2. En la dltima péagina tienen un formulario.

3. Cada pregunta tiene un espacio designado para su resolucion. No se calificardn respuestas con exceso
de desorden o escritas fuera de dicho espacio.

4. NO DESGLOSAR las hojas del examen.
5. No se permite el uso de equipos electronicos, solo calculadora cientifica (no programable ni graficadora).

6. Resolver el examen con lapicero azul o negro. Si resuelve con lapiz pierde derecho a reclamo. En caso
escriba con lapiz presionar con fuerza para que se note en el escaneo.

7. Al minimo intento de copia o sospecha de copia, se anulara el examen sin opcion de reclamo.

Problema 1 (5 puntos)

Una empresa farmacéutica realiza un proceso de purificacion liquida utilizando dos tanques conectados
en serie. Cada tanque tiene capacidad constante de 400 litros y el sistema opera de manera continua
bajo agitacién perfecta. Al primer tanque ingresa una soluciéon medicinal con una concentracion de
5 g/L a razon de 10 L/min. El contenido del primer tanque pasa directamente al segundo tanque
con el mismo caudal, mientras que el segundo tanque descarga la mezcla al exterior a razén de 10
L/min. Inicialmente, el primer tanque contiene 15 gramos de sustancia activa disuelta, mientras que
el segundo tanque contiene 20 gramos. Si x(t) y y(t) representan la cantidad de sustancia activa (en
gramos) presente en el primer y segundo tanque, respectivamente:

1.1) (2.5 ptos) Formule el modelo matematico que describe el comportamiento del sistema e indique
las condiciones iniciales correspondientes.

Solucion P1.1

Condiciones iniciales: Segin el enunciado, el primer tanque contiene inicialmente 15 g y el segundo
40 g:
#(0) =15, y(0) =20 (1)

Modelo Matematico Final:

dx x
{(cil; T 10 . conx(0) =15, y(0) =20
at t 10 = 10



1.2) (2.5 ptos) Resuelva el siguiente problema de valor inicial asociado a un proceso de mezcla similar

al del item (1.1):
dz 1

a0 4"

= sint, x(0) = 25.

Solucién P1.2
Calculamos el factor integrante pu(t):

p(t) = ef POt — of odt — Jn(104+8) _ 10 4 ¢

2. Multiplicaciéon e Integracion

Multiplicamos toda la ecuacion diferencial por el factor integrante pu(t) = 10 + ¢:

dx 1
10+1) |2
(O+)[dt+10+tm

] = (10 +t)sint

d .
2 [(10+ t)a] = (10 + ) sin

Integramos ambos lados respecto a t:

(10+t)x = /(10 + t)sintdt

Resolvemos la integral del lado derecho utilizando el método de integraciéon por partes:
m Seau=104+1t = du=dt
= Sea dv =sintdt =—> v = —cost

Aplicando [wdv =uv — [vdu:
/(10 +t)sintdt = —(10 4+ t) cost — / — costdt

= —(10+t)cost + sint + C

3. Obtencién de la Soluciéon General
Sustituimos el resultado de la integral y despejamos x(t):

(10+t)xr = —(10+t) cost + sint + C

sint n C
10+1¢ 10+ ¢

x(t) = —cost +

4. Aplicacién de la Condicién Inicial

Utilizamos la condicion inicial x(0) = 25 para determinar la constante C:

0 C
25=—1—
1040 1040
C
25 =—1+—
10
C =260

Solucién Final: La expresion que rige la cantidad de sustancia en el tiempo ¢ es:

() b+ sint + 260
x(t) = —cos
10+t 10+t




Problema 2 (5 puntos)

2.1) (2 ptos) Se tiene un circuito RC como se muestra en la figura,

A

R donde R =60 Q, C = 1 F y E =200sin(3t) V. Determine y escri-
ba dentro del recuadro la ecuacién diferencial que permita encontrar
la carga ¢(t) en el circuito. [No resolver, solo plantear. Escribir la

I I ecuacion con constantes numéricas calculadas.|

&

2.2) (3 ptos) Usando el método del factor integrante resuelva el problema de valor inicial:

dq t
4 — 2 p pu— .
007 +25g =2, q(0)=0
Soluciéon P2.1

Para un circuito RC en serie, la suma de las caidas de tension en la resistencia (Vg) y el condensador
(Vo) es igual al voltaje suministrado por la fuente (E). Segun las leyes de Kirchhoff y las relaciones
fundamentales:

» Caida en la resistencia: Vg = R- [ = R%

= Caida en el condensador: Vo = &

» Fuente de voltaje: E(t) = 200sin(3t)
Sustituyendo los valores dados (R = 602, C' = & F):

dg . q _ .

Simplificando, obtenemos la ecuaciéon diferencial para la carga ¢(t):

d
60d—z +50¢ = 200sin(3t)
Solucién P2.2
Se nos pide resolver:
400@4—25 _ ! (0)=0
dt q= 5’ q =

1. Llevamos la EDO a su forma estiandar: Dividimos toda la ecuacién por 400:

dg 25t
dt 10077 5400
dg | 1 ¢

at 1677 2000

Donde P(t) = %6 y Q(t) = 20%'



2. Hallamos el factor integrante pu(t):

u(t) = o Pt)dt _ [ {5dt _ t/16

3. Multiplicamos la EDO por p(t) e integramos:

dioyie b 16
[ = 500°

dt

t 1
/16 _ t/16 7, _ t/16
o1 /20006 dt QOOO/te at

Resolvemos [ te!/10dt por partes (u = t,dv = e'/19dt):

/ tet/104t — 16te!/16 — / 16e/18qt = 16tet/16 — 256¢1/16

Sustituyendo en la expresion de g:

1
t/16  _ 1616t/16 _ 9560t/16
e’ Pq —2000[ 6te 56e" "1 + C
9®) = 5000 ~ 2000 T ¢°
ot 16 6
9(t) = 155 ~ 195 T C¢

4. Aplicamos la condicién inicial ¢(0) = 0:

0 16 0 16
=15 1 70 = O 15

Solucién particular final:
—e

)= — — —
1) =195 ~ 125t 125
O equivalentemente:

1
£) = —— (t _ 16+ 16 —t/16>
alt) = 155 +10e



Problema 3: Deflexién de Viga con Carga Exponencial (5 puntos)

En la figura se muestra una viga prismatica de longitud L (adimensionalizada a L = 1) la cual esta
simplemente apoyada en ambos extremos.

La viga se encuentra sometida a una carga distribuida transversal no uniforme cuya intensidad
varia a lo largo del eje segin ¢(z) = 5xe” (en unidades adimensionales). Se ha establecido que la
deflexion vertical y(z) satisface la ecuacion diferencial adimensionalizada:

y'(x) — 4y () + 4y(x) = 5z e®, 0<az <1,

Il
o

q()

Y

x{(o) =0 Y(1)|=0

? —

5 = 9 = 1l

3.1) (1 ptos) Resuelva la parte homogénea de la ecuacion diferencial.

3.2) (1 ptos) Explique por qué la forma inicial y, = (Az + B)e?® que se propone al usar el método
de coeficientes indeterminados no puede ser solucién particular de la ecuacién completa.

3.3) (1 ptos) Indique cual debe ser la forma de la solucién particular. [Solo proponga la forma.
Todavia no halle los coeficientes. |

Soluciéon P3.123

3.1) Parte Homogénea: Consideramos la ecuacion y” — 4y’ + 4y = 0. Su ecuacion auxiliar asociada
es:
m?—4m+4=0 = (m—-2)2=0

Obtenemos una raiz real repetida m = 1 con multiplicidad 2. La solucién complementaria (o homogé-
nea) es:

yp(x) = c1%® + come®®

3.2) Explicaciéon sobre la propuesta y, = (Az + B)e?®: Al usar el método de coeficientes in-
determinados, se propone una solucién particular con la misma forma que el término no homogéneo
g(x) = bze?®. La forma inicial serfa y, = (Ax + B)e*® = Ae*® + Bxe®.

Sin embargo, esta forma no puede ser solucién particular porque ambos términos (e2* y ze?*) ya
forman parte de la base de soluciones de la ecuacién homogénea (y). Si se sustituyen en el operador
diferencial L = D? — 4D + 4, el resultado sera idénticamente cero, por lo que nunca podrian igualar al
término 5xe??.

3.3) Forma de la soluciéon particular (1 pto)

Debido a que la raiz m = 1 tiene multiplicidad 2 en la parte homogénea, debemos multiplicar la forma
inicial por z? para asegurar la independencia lineal. La forma correcta de la solucion particular es:

yp(x) = 2*(Az + B)e>

ypl) = (Aa® + Ba?)e™



3.4) (2 ptos) Encuentre la solucion particular. (Usar el método de coeficientes indeterminados
por superposicion)

Solucion P3.4

Utilizamos el método de coeficientes indeterminados. Derivamos y,(x) = (Az® + Bx?)e*":

yp = (242° + (3A+ 2B)a* + 2Bx) e**
yy = (4A2° + (124 + 4B)2* + (6A + 8B)x + 2B) €**

Sustituyendo en la ecuacion diferencial
y// - 43// + 4y — 5376233,

se tiene:

(4A2° + (12A + 4B)2* + (6A + 8B)z + 2B) €**
—4(2A2° + (34 + 2B)a” + 2Bx) **
+ 4(Az® + Bx?)e®® = 5ze?®.

Factorizando e2*:

o2 [4,43;3 + (124 + 4B)z? + (6A + 8B)z + 2B
— 8A42® — 4(3A 4 2B)2* — 8Bz
+4A2% + 4Baz2] = 5ze?”.

Agrupando términos semejantes:

o2 [(4A — 8A +4A4)2?
+ ((12A + 4B) — 4(3A + 2B) + 4B)2?

+ (64 +8B) — 8B) + 2B = 5.
Simplificando:

e**(6Ax + 2B) = 5xe*®.

Igualando coeficientes:
6A =5, 2B =0.
Por tanto,

5
A= B =0.
67

Por lo tanto, la soluciéon particular es:



Problema 4 (5 puntos)

Un grupo de estudiantes usa un sistema masa-resorte para modelar el comportamiento de un pequeno
recogedor de desechos sujeto al rozamiento con la plataforma de caucho sobre la que se mueve. Ademas,
a fin de realizar una tarea especifica durante un lapso, incorporan una fuerza externa.

La 2da Ley de Newton nos dice que

d
at’
donde p es la cantidad de movimiento, k es la constante elastica del resorte, § = () es la constante

de friccion, la cual puede variar segin como se vaya deformando la superficie de la plataforma sobre la
que se mueve el recogedor, y Fexy = Fuxt () es la fuerza de refuerzo externa.

(t) = —kz(t) — Bo(t) + Fext (1), (3)

Aqui p = mwv, con m = m(t), ya que la masa oscilante va aumentando mientras el sistema recoge
material, y v = &(t), obtenemos:

mi + (B + m)& + kx = Fext, (4)
x 2x
donde & = a vy &= TR Para el analisis, se consideran las siguientes funciones:
m(t) =4t%, Bt)=t, k=20. (5)

Por otro lado, a fin de mitigar la fuerza neta proporcional a la velocidad, el grupo modela la fuerza
externa variable

Fu(t) = 9tv + 9Vt (6)

4.1) (2.0 puntos) Reemplaza las funciones en la[Ecuacion 5|y la[Ecuacion 6|en la[Ecuacion 4] Identifica
el tipo de EDO resultante y obtén su solucién complementaria. Detalla el método utilizado.

Soluciéon P4.1
Encontrando la EDO
Sustituyendo los datos del problema en la ecuacién general:
At%5 + (t + 8t)d + 20z = 9ti 4 9t'/?
At%5 + 9t + 20z = Oti + 9t1/?
Simplificando los términos 9¢&, obtenemos la EDO:

4425 + 202 = 9t1/2 (7)

Solucién Homogénea (z.): La ecuacién homogénea asociada es 4t2# +20z = 0. Esta es una ecuacion
de Cauchy-Euler con a =4,b =0, ¢ = 20. La ecuacién auxiliar es:

am?’+(b—a)ym+c=0 = 4m?> + (0 —4)m+20=0
d4m? —4m+20=0 = m* —m +5=0
Aplicando la féormula cuadratica:

1+v1-20 1£+v-19 1j:\/19,
m = = = — VA
2 2 2 2

Como las raices son complejas (a« = 1/2,8 = —”219), la solucién complementaria es:

zo(t) = t?[ey cos<\/Tr9 In t) + e sin(@ In t)}



4.2) (3.0 puntos) Resolver el siguiente problema de valor inicial:

y" + 4y = sec(2z), y(0) =1,4(0) = 2.

Solucion P4.2
1. Solucién Homogénea ()

Las soluciones de la ecuacion homogénea asociada y” + 4y = 0 son y; (z) = cos(2z) y y2(x) = sin(2z).
Por lo tanto, la solucién complementaria es:

yn(x) = 1 cos(2x) + ¢ sin(2z)

2. Calculo del Wronskiano (W)
Calculamos el determinante de la matriz formada por y; y yo:

cos(2x) sin(2x)

W= —2sin(2z) 2 cos(2x)

= 2cos?(2z) + 2sin?(27) = 2

3. Determinacion de la Solucion Particular (y,)

Planteamos y,(z) = ui(x)y1(z) +uz(z)y2(x). Las funciones u; y ug se obtienen mediante las formulas:

Uy :/Mml/ldx, Uy = @dx

w
Donde: -
0 sin(2x . B
Wi = sec(2z) 2cos(2x)| — sin(2z) sec(2x) = — tan(2z)
[ eos2) 0 |_ i
W2 =1 odin(2e) sec(2q)| ~ COS(2¥)sec(2r) =1

Procedemos a integrar:
ui(x) = /—%tan(Q:U) dz = 1 In|cos(2z)|

<

[N}

—~
8

N~—
I
D[ —
QU
8

I
N[ —
8

La solucién particular es:

yp(z) = % cos(2z) In | cos(2z)| + S sin(2z)

4. Solucién General
La solucién general de la EDO es la suma de la homogénea y la particular:

y(z) = c1 cos(z) 4 cosin(x) + 1 cos(2z) In | cos(2z)| + 3 sin(2z)

5. Aplicacion de Condiciones Iniciales

Usamos y(0) = 1:
y(0) =c1(1) + c2(0) + (1) In(1) + (0)(0) =1 = 1 =1

Calculamos la derivada y'(z):
1
Y (x) = —2c; sin(2x) + 2¢5 cos(2x) — B sin(2z) In | cos(2x)| + x cos(2z)

Usamos y'(0) = 2:
y'(0) = —2¢1(0) 4 2¢2(1) — 3(0) In(1) + (0)(1) =2¢r = cp =1



6. Respuesta Final

La solucion del problema de valor inicial es:
y(z) = cos(2x) + sin(2z) + % cos(2z) In(cos(2z)) + Sz sin(2z)

(Valida para el intervalo x € (—n/4,7/4) donde sec(2z) esta definida).



Adicional (3 puntos)

0 x L

Considere una barra de cobre de longitud L y sea la variable & que mide la posicién de un punto sobre
la barra. Sea u(z,t) la temperatura de la barra en el punto x al tiempo ¢, y asumimos que u cumple
la ecuaciéon del calor:

Ut = QUyy (8)

Responder a las siguientes preguntas concisamente y dentro de los recuadros correspondientes:

Ad.1) (1 pts) En sus propias palabras compare y discuta la ley de enfriamiento de Newton con la
ecuacion del calor.

Ad.2) (1 pts) Compare qué ocurre con una barra hecha de un material con difusividad térmica « alta
versus un material con difusividad térmica « baja.

Ad.3) (1 pts) Describa al detalle ;qué ocurrié con el logo de UTEC en la animacion del mapa de calor
de una placa?

10



Borradores: Puede usar esta pégina como borradores. Nada de lo que sea escrito aqui serd considerado
para la calificacion de su examen.

11



Formulario

1. Las raices de la ecuacién cuadratica
ax® + bx + ¢ = 0 estan dadas por

_ —bE Vb —dac
N 2a
s Caso 1: Raices reales y diferentes:
2. Modelo de Newton
— mi1 mo
dT y=acax + cox
=k(T -Ty,)

dt s Caso 2: Raices reales y repetidas:

3. Mezclas
y = c12™ + coz™ In(z)
dA (Raz()n de) _ (Raz()n de)

dt ~ \entrada salida

4. ED lineal de ler orden

= Caso 3: Raices complejas conjuga-
das. mi = a+ iy mg =a —if,

y = c12 cos(B In(z))+coz® sin(S In(x))
2+ Pla)y = Q)
10. Coeficientes indeterminadas

(LU) _ ef P(z)dx

I
1 g(x) Yp(x)
v= i [ W) ds
H 1 (cualquier constante) A
5. Tiempo de vaciado 322 _ 9 Az + Bx +C
dh _ —c— 29h sin(4x) Asin(4x) + B cos(4x)
dt
cos(4x) Asin(4x) + B cos(4x)
6. Caidas de voltaje o5% A5
= Para una resistencia: V = RI
= Para una bobina: V = L4 z2e™ (Az? + Bx + C)e"
n M = Q
Para un Condensdagor. V=g 3% sin(8z) Ae®” sin(8x) + Be®” cos(8x)
» En general: [ =

7. Variacion de parametros Para la

11. Operador anulador
EDO en forma estindar:

s D" anula a las funciones:

1 2 T 1
Y+ p(@)y + @)y = () (Lo, % 27 b
» (D — oz) anula a las funciones:
= Yp= U1(ﬂf)y1 (l') + U2($)y2($) {eaz e .75266“ 30T xn—leaa:}'
o, = Wy = Wy » [D?— ZaD + (a*+4%)]" anula a
w W las funciones:
_ |y oy 1 0w
A R VE R e cos(B), ¢ sin(Ba),
W yl 0 xe*® cos(fx), e sin(fx),
2 =
y1 f() 22 cos(Bzx), 22esin(Bx),. ..,
9. Ecuacién de Cauchy-Euler z" e cos(Bx), 2" e sin(ﬁ:c)}.

d2 dy

Ecuacién auxiliar: am?+(b—a)m+c =0
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