UTEC x Ecuaciones Diferenciales

UNIVERSIDAD DE INGENIERIA
Y TECNOLOGIA

Examen Parcial 2025-1. Tiempo: 100 minutos
SOLUCIONARIO MODELO 7

Indicaciones
1. Luego de los 100 minutos del examen, tendran 10 minutos para subir a Gradescope su desarrollo.
El examen tiene 23 puntos pero méaximo se podré obtener 20.

No se permite el uso de equipos electronicos, solo calculadora no programable ni graficadora.
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Al minimo intento de copia o sospecha de copia, se anularé el examen sin opcién de reclamo.

1. Modelamiento y Procedimental (20 Puntos)

Problema 1 (6 puntos)

a) (3 puntos) En un tanque se tiene una mezcla salina, inicialmente con 8L y con una concentracion
de 0.5g/L. Se agrega una mezcla del mismo tipo a una velocidad de 3L /hora con 5g/L, la mezcla
en el tanque se mantiene bien batida y sale del tanque a una velocidad de 1L /hora.

Planter la ecuacion diferencial para la sal e indicar la condicién inicial.

5 y masa
Observacion: Concentracion = ——
volumen

b) (3 puntos) Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

(t+2)' =tt—x

Solucién:

a) S(t) : cantidad de sal en el tanque luego de ¢ horas.
S(0)=05x8g=4g.
Volumen de la mezcla luego de ¢ horas: 8 + 3t — ¢ litros = 8 + 2¢ litros.

Razon de entrada de sal: 3 x 5 = 15.
Razon de salida de sal: 1 x %
Por lo tanto,
ds S(t)
—(t) =15 —
t ®) 8 + 2t

b) La ecuacion diferencial es equivalente a
[(t +2)a] =t

Por lo tanto,
t+C
5(t+2)

donde C' es constante.
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Problema 2 (6 puntos)

a) (3 puntos) Se tiene una tanque en forma de prisma triangular, como se muestra la figura, que
inicialmente estaba lleno, con una altura H = 8 m, con un largo L = 12 m, de ancho b =4 m, el
triAngulo de la figura es isésceles. Se libera la tapa de la base, dejando escapar el agua, si el area

0.2

del orificio Ay = Vs [m?], g es la gravedad [m/s?], c = 1.

Determinar la ecuacién diferencial que modela a la altura h del agua en el vaciado del agua,
indicando la condicién inicial.

A

b —*F

b) (3 puntos) Determine si la siguiente ecuacion diferencial es exacta. Si es exacta, resuélvala:

(2zy + 3x)dx + (2% — y)dy =0

Solucién:
a) La superficie libre del liquido a una altura h tiene area igual a bL (M)
Luego, la ecuacion diferencial para h(t) es
0.2
V2 h
Wo=——Y29_ [ogh=— vh h(0) = 8

b) Si M(z,y) = 2xy + 3z y N(z,y) = 2 — y, entonces

oM ON
?i;(xvy)_‘2x y ?i;(xay)_‘Qw

La ecuacion diferencial es exacta. Si F'(z,y) es la funcién potencial, entonces

R
Fa.g) = [ M)+ gly) = oy + 55 + 9(0)
oOF
oy @Y = gy =~y
3%2 y2
r = 22 — = =
(ep) =Py + o~ 2
Por lo tanto, la soluciéon es
2 + 31’2 y2
x — —===c
YT T
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Problema 3 (8 puntos)

a) (2 puntos) Dadas las funciones fundamentales de una ecuacion diferencial de segundo orden:
{ €2 cos (3x), €2¥sin (3z)}.

Determine si son linealmente independientes.

b) (3 puntos) Usando operadores, determine la forma de la soluciéon particular de la ecuacion
diferencial:
(D+2)(D— 1)y = z%*
d

Observacion: D = —
dx

c¢) (3 puntos) Resuelva la siguiente ecuacion de Cauchy-Euler:

22y +4zy +2y=0  y(l)=1, y/(1)=3

Solucién:

a) y1(x) = e?* cos(3z) — ¥ (z) = €**(2 cos(3x) — 3sin(3z)).
jIJJQ(l‘) = ¥ sin(3x) — yh(x) = e**(2sin(3x) + 3 cos(3x)).
e e® cos(37) e?® sin(37)

W= e?(2cos(3z) — 3sin(3x)) €%*(2sin(3z) + 3 cos(3z))

=3e' #£0

Por lo tanto, {€%* cos(3x), e?* sin(3z)} es linealmente independiente.

b) Las soluciones de la ecuacién homogénea asociada es cie” + c¢; 2
Se sabe que (D + 1)3(z%2¢~%) = 0, entonces una soluciéon particular de la ecuacién diferencial es
de la forma
yp() = ae™ + Bre ™ + yale ™ = (ya? + fr + a)e ¢
Dy, = —(ya® + (8 = 2y)x + (o = B))e™"
Dy = (y2* + (B—4y)z + (2y - 28+ a))e ™"
Luego,
2’e = (D+2)(D -1y, = [-272% — (2B +27)z + (2y — S —2a)] e™*
Entonces, y, = —%xzeﬂ” + %me*‘r — %e*‘”.
Luego, la solucion de la ecuacion diferencial es

1 1 3
y = cre® + coe 2T — ixze*x + Ewe*x — Ze*x
c¢) Las raices de m?+3m+2=0sonm; =—1 y mg = —2, entonces

Y = clel + 621372

donde ¢; y co son constantes. De las condiciones iniciales tenemos

y =5zt —4z72
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Conceptual (3 Puntos)

|

Adiciona

2.

(a) (1.5 puntos) Se muestra el campo de direcciones de dos ecuaciones diferenciales de primer orden.

Indique, ;jcuél de las imagenes A 6 B corresponde a una ecuaciones diferencial auténoma?.

Para cada caso, trace la curva solucién que pase por el punto el punto y(2) = 2.
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(b) (1.5 puntos) Sea el sistema diferencial lineal de primer orden

1 2
L 3%

X' = (
Determine la solucion del sistema usando el método de eigenvalores y eigenvectores de la

matriz.

Solucién:

a) En la imagen B se tiene que en (2,2) se cumple y' = 0, pero 3’ > 0 en (0,2), entonces no puede

onoma.

2

diferencial aut
Por lo tanto, la imagen A es la que corresponda a una ecuacion diferencial auténoma.

2

ser una ecuacion
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] respectivamente. Por lo tanto, la solucién de
z]

1
2

cre”T + c9ed”
—c1e 4+ 2¢1€°

|

1
_1| Y2
X =

5 con eigenvectores vy =

dicho sistema es

b) p(A) = A2 —4X —5 es el polinomio caracteristico del sistema lineal. Los eigenvalores son \;
Y A2
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Formulario

Examen Parcial - 2025-1

. Modelo de Newton

dar

= k(T — T,
il )

. Mezclas

= Goen) = Gian ™)

. ED lineal de ler orden

dy
dx

. Tiempo de vaciado

dh

:—7 5
at 4 gh

. Caidas de voltaje

= Para una resistencia: V = RI
= Para una bobina: V = L%
= Para un condensador: V =
= En general: [ = %

. Variaciéon de parametros

Q
c

y' +p@)y +qlz)y = f(x)
= yp = ur(x)y1(z) + uz(x)y2(x)

oM

1 W ) 2 W

Y1 Y2 0
W — oW, =

v vh Y v

yl 0
W-

2= yl f($)

9. Ecuacién de Cauchy-Euler

d?y d
agxgﬁ + ax xdy + 4apy =0

= Caso 1: Raices reales y diferentes:

y=crx™ + cox'?

LaPy=Q@) = ulx)=el PO

= Caso 2: Raices reales y repetidas:
y = c1x™ + coz In(x)

= Caso 3: Raices complejas conjuga-
das. m; = a+ify me = a —if,

y = c12” cos(BIn(x))+coz® sin(S In(x))

10. Coeficientes indeterminadas

9(x) yp()
1 (cualquier constante) A
322 -2 Az’ + Bx + C
sin(4x) Asin(4zx) + B cos(4x)
cos(4z) Asin(4z) + B cos(4x)
o5 AT
22e7T (Az? + Bz + C)e™
3% sin(8x) Ae3 sin(8z) + Be3® cos(8z)

11. Operador anulador
s D" anula a las funciones:

{1,2,2% 23 "1}
» (D — a) anula a las funciones:
{e2® 1% g2 p3e® ... xpnTlear},

» [D? - 2aD + (a® + 52)] anula a
las funciones:

{e?* cos(Bx), e**sin(fx),
xe** cos(fx), xe*” sin(fx),
22e°% cos(Bx), x2e®sin(Bx),.. .,

2" L™ cos(Bx), L™ sin(8z)} .



