UTEC x Ecuaciones Diferenciales
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Apellidos y Nombres:

Examen Parcial 2025-1. Tiempo: 100 minutos
SOLUCIONARIO MODELO 4

Indicaciones:

1.

1.

Luego de los 100 minutos del examen, tendran 10 minutos para subir a Gradescope su desarrollo.

. El examen tiene 23 puntos pero méaximo se podra obtener 20.

2
3.
4

No se permite el uso de equipos electronicos, solo calculadora no programable ni graficadora.

. Al minimo intento de copia o sospecha de copia, se anulard el examen sin opcién de reclamo.

Modelamiento y Procedimental (20 Puntos)

Problema 1 (6 puntos)

a) (3 puntos) Una planta procesadora de jugos naturales emplea un sistema de mezcla en dos tanques

conectados en cascada con el objetivo de regular la concentraciéon de azicar en su producto final.
El primer tanque, con un volumen de 100 litros, recibe un flujo de entrada de 5L/min de jugo
con una concentracion de 2gr/L, éste tanque se encuentra completamente mezclado en todo
momento y su contenido se vierte directamente a la misma velocidad en un segundo tanque
de igual volumen, el cual también mantiene su contenido perfectamente mezclado. A su vez, el
segundo tanque descarga su contenido hacia el sistema de envasado a una tasa constante de
5L/min. Inicialmente, el primer tanque contiene 20gr de azucar disueltos en el liquido, mientras
que el segundo tanque esté lleno de jugo sin contenido de aztcar.

Si A(t) y B(t) representa la cantidad de azicar en gramos presente en cada tanque en funcion
del tiempo. Modele las ecuaciones diferenciales diferenciales que describe la cantidad de azicar.
Indique las condiciones iniciales.

b) (3 puntos) Resuelva la siguiente ecuacion diferencial lineal de primer orden:

dx 1 _t
E——%x-i—l()—ge 20

Solucién:

a) Veamos la EDO para el primer tanque. Luego de ¢ minutos el volumen de salmuera en el primer

tanque sera: (100 + 5¢ — 5¢t) litros = 100 litros.
Razon de entrada de sal: 5 x 2 = 10.

Razon de salida de sal: 5 x %.
Por lo tanto,
dA 5
— () =10 — —A(¢t A(0) = 20.

Por otro lado, el volumen de salmuera en el segundo tanque sera: (100 + 5¢ — 5t) litros = 100
litros.

Razon de entrada de sal: 5 x AW

100 *
Razon de salida de sal: 5 x %.
Por lo tanto,
dB 5 5

() = A — 25 B(), B(0)=0.



b) La ecuacion diferencial es equivalente a

m’+2%:10—9e*5*o

El factor integrante es el 20t = 62%, entonces
[e30]' = (€20)(10 — 9¢~20) = 10e20 — 9
20 = 200e20 +9t+C
z = 200+ 9te 20 + Ce™ 20

Problema 2

En una planta de tratamiento de aguas residuales, se utiliza un tanque de sedimen-
tacion con forma conica (vértice hacia abajo) para almacenar el agua tratada antes
de su descarga final. El tanque tiene una altura de 4 metros y un radio superior de
2 metros. Al inicio del proceso el tanque se encuentra lleno de agua, y el vaciado
se realiza a través de un orificio circular en la parte inferior, con un area de salida
de A, = 1 cm?. Considerando g = 9,8 m/ S2, y el factor de contraccion/friccion
c=0.2.

(a) (2 ptos) Determine la ecuacion diferencial que describe la altura del agua h(t) en el tanque en
funcion del tiempo. Indique la condicién inicial.

(b) (3 ptos) Resuelve la ED y determina la altura h(t).
(c) (1 pto) Determine la altura del agua después de 3 horas.
Solucién:

a) La EDO sera
dh Ag
— = —c—+/2gh.
a -~ ‘a, vV
Ademas, el valor inicial sera h(0) = 4. Por dato Ay = 10~*m? y para hallar Ay, podemos usar el
hecho que para un t fijo, se tiene de la semejanza de triangulos que r(t) = h(t)/2 y, por tanto,

At) =7 (h(t)/2)? = %02. Reemplazando todos los datos:
dh 1074

a — —O,zw\/ 19,6h

b) Del anterior item se obtiene la siguiente ecuacion:

. ~0.8-1074
/h“%h:/wmg,ﬁdt

s

2
gh5/2 =—-1,128-10% +C

h= (%(—1,128) 1074 + 20)2/5

De la condicién inicial:
64

%)2/5:4;»0:3

ho) = (5

Finalmente,

h = (2(—1,128) 1074 + 32)%/°

¢) Como el tiempo esta expresado en segundos entonces evaluaremos h para t = 3hs = 10800s:

h(10800) ~ 3,86

Problema 3



Problema 3 (8 puntos)

a) (2 puntos) Verifique si las soluciones y1(z) = 22 , yo(x) = z?Inz de la ecuaciéon diferencial
homogénea:
2y — 3zy’ + 4y = 0.
son linealmente independientes.

Nota: Considere tnicamente el intervalo = > 0, donde las funciones dadas estédn definidas

b) (3 puntos) Determine la solucién general de la ecuacion diferencial
y" — 3y +2y = e”.

Use: coeficientes indeterminados-método anulador Nota: Si usa un método distinto al
solicitado, su resolucién no seré evaluada.

c) (3 puntos) Resuelve la siguiente ecuacion diferencial utilizando el método de variacion de
parametros

1
2y = 5ay + 6y = .,

sabiendo que las soluciéon de la ecuacién homogénea asociada es: yj, = ¢z + cox>.

Solucién:

a)
22 22lnz

— 9,3 3 _ 9,3 _ .3
9% Ywlng + x’lnr + x x’lnr = x° > 0,

para todo & > 0. Por tanto y;(x) y y2(x) son linealmente independientes.

b) La ecuacién caracteristica es
r* —3r+2=0.

De aqui, las raices son r; =2 y r; = 1. Luego la soluciéon homogénea sera:
Yp = 016290 + Cye”.

La forma particular tiene la forma y, = Awze®. De aqui, y, = Ae® + Aze” y ademés y, =
2Ae" + Azxe”. Reemplazando en la ecuaciéon original:

24e” + Axe” — 3(Ae” + Aze”) + 2Axe” = €”

—Ae* =e"=> A=-1

Entonces, la solucién particular es y, = —ze® v la solucion general y = C1e?* + Cye® — xe®.
) y4 y

3

‘ . Wh / Wo
» U = s U = g

c) yp = w122 + ugx

2 3
_|Z T _ 94 o 4 _ 4
W = 9 322 =32" 22" =2
0 x3 1
Wi '1/@'4 322 z
2
T 0 1
W2 20 1/z*| " 22
uy = -1 = up = !
L gh LT 4t
ubh = 1 = ug = L
2T 46 2 5x°



S = gat
W= gl 55
1
=T 50,2

=y =Ciz’ + Coa®
Y 1$+2$+20x2

2. Adicional: Conceptual (3 Puntos)

(a) (1.5 puntos) Observa el siguiente campo de direcciones: Con base en el campo de direccions,

. . d
Campo de direcciones de % =y—X
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identifica cual de las siguientes curvas podria representar % = y —x que pasa por el punto (0, 1):
a) y=x+1
b) y=2%+1
c)y=xz—1

Justifique su eleccion

(b) (1.5 puntos) Sea el sistema lineal

/() =3z + 4y
y'(t)=-z+y
Determine la solucién del sistema usando el método de eliminacién sistematica.
Solucién:

a) Tenemos que la solucion que pasa por el punto (0, 1) es lineal. Entonces puede ser la opcion a) o
¢), sin embargo, la grafico tiene un desplazamiento vertical positivo. Por tanto, la curva es la a).
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Solucién:
b) Se tienen las siguientes ecuaciones
Dx = 3x + 4y
Dy=—-x+y
Derivando la segunda ecuacién se obtiene D2y = —Dx+ Dy y, reemplazando aqui la primera ecuacion,
D%y = —(3x + 4y) + Dy. Podemos reemplazar x = y — Dy (segunda ecuacién) en esta ecuacion y se

obtiene:
D?y — 4Dy + Ty =0

La ecuacién caracteristica es:
r?4+4r—7=0

Las raices son 71 = 2 4 iv/3 y 72 = 2 — iy/3. La solucién de esta EDO homogénea es
y(t) = e*(CycosV/3t + Cyseny/3t)
. Reemplazando esto en la segunda ecuacion, tenemos que:

z(t) = 2 ((—Cy — V3Cy)cosV3t + (V3C) — Cy)senV/3t).
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Formulario

Examen Parcial - 2025-1

. Modelo de Newton

dar

= k(T — T,
il )

. Mezclas

= Goen) = Gian ™)

. ED lineal de ler orden

dy
dx

. Tiempo de vaciado

dh

:—7 5
at 4 gh

. Caidas de voltaje

= Para una resistencia: V = RI
= Para una bobina: V = L%
= Para un condensador: V =
= En general: [ = %

. Variaciéon de parametros

Q
c

y' +p@)y +qlz)y = f(x)
= yp = ur(x)y1(z) + uz(x)y2(x)

oM

1 W ) 2 W

Y1 Y2 0
W — oW, =

v vh Y v

yl 0
W-

2= yl f($)

9. Ecuacién de Cauchy-Euler

d?y d
agxgﬁ + ax xdy + 4apy =0

= Caso 1: Raices reales y diferentes:

y=crx™ + cox'?

LaPy=Q@) = ulx)=el PO

= Caso 2: Raices reales y repetidas:
y = c1x™ + coz In(x)

= Caso 3: Raices complejas conjuga-
das. m; = a+ify me = a —if,

y = c12” cos(BIn(x))+coz® sin(S In(x))

10. Coeficientes indeterminadas

9(x) yp()
1 (cualquier constante) A
322 -2 Az’ + Bx + C
sin(4x) Asin(4zx) + B cos(4x)
cos(4z) Asin(4z) + B cos(4x)
o5 AT
22e7T (Az? + Bz + C)e™
3% sin(8x) Ae3 sin(8z) + Be3® cos(8z)

11. Operador anulador
s D" anula a las funciones:

{1,2,2% 23 "1}
» (D — a) anula a las funciones:
{e2® 1% g2 p3e® ... xpnTlear},

» [D? - 2aD + (a® + 52)] anula a
las funciones:

{e?* cos(Bx), e**sin(fx),
xe** cos(fx), xe*” sin(fx),
22e°% cos(Bx), x2e®sin(Bx),.. .,

2" L™ cos(Bx), L™ sin(8z)} .



