UTEC x Ecuaciones Diferenciales

UNIVERSIDAD DE INGENIERIA
Y TECNOLOGIA

Examen Parcial 2024-2. Tiempo: 100 minutos

Indicaciones
1. Luego de los 100 minutos del examen, tendran 10 minutos para subir a Gradescope su desarrollo.
El examen tiene 23 puntos pero méximo se podra obtener 20.

No se permite el uso de equipos electronicos, solo calculadora no programable ni graficadora.

Ll

Al minimo intento de copia o sospecha de copia, se anulara el examen sin opcién de reclamo.

1. Modelamiento y Procedimental (20 Puntos)

Problema 1

(a) (3 ptos) Considere el siguiente diagrama de dos tanques interconectados.
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Tanque 1 Tanque 2

Suponga que inicialmente el tanque 1 tiene 30 galones (gal) de agua y 55 onzas (oz) de sal,
mientras que el tanque 2 contiene 20 gal de agual y 26 oz de sal. Suponga que Q1(t) y Qa(t)
representa la cantidad de sal en el primer y segundo tanque, respectivamente. Use los datos en
el diagrama para hallar el sistema de ecuaciones para Q1(t) y Q2(t). Escriba las condiciones
iniciales. (Solo plantee las ecuaciones).

(b) (3 ptos) Resuelva la siguiente problema de valor inicial,

ty' + (t+ 1)y =t, y(In(2)) =1, t>1.

Solucién:
(a) Sean:

» (Q1(t) : cantidad de sal en el tanque 1 en un instante t.

» (Q2(t) : cantidad de sal en el tanque 2 en un instante t.

AL

volumen de soluciéon dentro del tanque 1 en un instante ¢.

):
= V5(t) : volumen de solucion dentro del tanque 2 en un instante ¢.

UTEC 1



Notemos que en cada tanque el volumen es variable, luego:

Vi(t) = 30 + 1.5t — 3t = 30 — 1.5t
Vo(t) =20 + 3t — 1t = 20 + 2¢

Planteando las ecuaciones

dQl _ gCLl oz gal Q]_ 0z B
dt <15mzn> <1gal> (3mzn Vi gal)’ Q1(0) =55 oz

d@y 301
dt g 30 — 1.5t @1(0) =55

dQ1 gal Q1 oz gal Q2 0z B
= (o) (o)~ () () - @0 =00
dQz  3Q Q2

— _ 0) = 26
dt 30— 1.5t 20+ 2t @2(0)

(b) Queremos resolver la ecuacion diferencial lineal de primer orden en su forma estdndar

1
y/—|—<1+t>y:1, y(In2) =1, t>1

Esta es una ecuacion diferencial es de la forma 3’ + P(t)y = Q(¢t) con P(t) =1+ 7y Q(t) = 1.
Calculamos el factor integrante p:
— oJ Pt _ [(1+1)dt

_ 6t—l—ln(t) — eteln(t) — et

1

La solucién general de la ecuacion diferencial es:

1 1
y:/,qut:t/tetdt
o te

1 t t
:E(te —e'+C)
1 C

=1—->-+ =
t+tet

Para calcular la integral [ te'dt, se emple6 integracion por partes:

u=1t=du=4dt

dv = eldt = v =¢'

/tetdt =te' — /etdt =te'—e' +C
Usando la condicién inicial y(In2) = 1:

1 C
=1 —
me2 " In(2)eln2

1 C

1=1— —
ln2+2ln2

=(C=2

Por lo tanto, la solucién a la ecuacién diferencial es:

12
Y= 277 T e
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Problema 2

(a) (3 ptos) Modele la ecuacion diferencial de la poblacion P de cierta especie si se sabe que la
razon de cambio de la poblacion es directamente proporcional al cuadrado de la poblaciéon actual
e inversamente proporcional a la diferencia entre la poblacién maxima M y la poblacién actual.
Indique si la ecuacion diferencial es autonoma y si es lineal /no lineal (justifique su respuesta).

(b) (3 ptos) Ahora, suponga que la poblacion de otra especie satisface la siguiente ecuacion:

dP
— = (kcos(t))P?
= (kcos(t))

donde k es una constante positiva. Resuelva esta nueva ecuacion. Considere P(0) = Py.
Solucién:

(a) Dado que la razén de cambio de P es proporcional a P2, podemos escribir:

dP
- x P?
ar >

Ademas, sabemos que esta razon de cambio también es inversamente proporcional a (M — P):

it “M-P

Combinando ambas proporcionalidades e introduciendo una constante de proporcionalidad k
tenemos:

L
dt ~M—P

Esta ecuacion diferencial es autonoma porque no depende explicitamente del tiempo ¢. Ademas,
es no lineal debido al término P? en el numerador y al término (M — P) en el denominador.

(b) Para resolver la ecuacion diferencial

dP
e kcos(t)P?, k>0, P(0)=P,

Hacemos separacion de variables:

dP

i k cos(t)dt

Integrando ambos lados:

dpP
/P2 :/kcos(t)dt
1

5= ksen(t) + C

Despejando P:

—1

p=—
ksen(t) + C
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Usando la condicion inicial P(0) = Pp:

-1
P
07k sen(0) + C
-1
P() - ?
1
C=—__—
= B
Sustituyendo el valor de C en la ecuaciéon de P:
-1 Py
P = =
ksen(t) — 51— kP sen(t)

Problema 3

(a) (2 ptos) Compruebe si las funciones f(t) = e’sin(t) y g(t) = e’ cos(t) son linealmente indepen-

dientes.

(b) (3 ptos) Resuelva la siguiente ecuacion

4y// _ 4y/ +y= ez/2 /1 — 22
Sugerencia: 2 [ V1 — 22dz = arcsin(z) + zv1 — 22 + C
(c) (3 ptos) Resuelva el siguiente problema de valores iniciales

2?y’ — 3wy +4y=0, y(1)=5, y(1)=3.

Solucién:

(a) Se quiere demostrar que las funciones f(t) = e’ sen(t) y g(t) = e’ cos(t) son linealmente indepen-

dientes.

Para verificar que f y g identificar que dichas funciones son soluciones de una ecuacién diferencial
de segundo orden y apelar al criterio del Wronskiano. Sin embargo, un camino més sencillo es
formar una combinacién lineal de f y g:

af(t) +bg(t) =0
ae’sen(t) + be' cos(t) = 0

Dividiendo por e (que nunca es cero):

asen(t) + bcos(t) = 0.

Para que esta ecuacion se cumpla para todo ¢, a y b deben ser cero.

Sit=0:
b=20

Sit=73:
a=20

Por lo tanto, f y g son linealmente independientes.
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(b) Se pide resolver la ecuacion diferencial 4y” — 4y’ + 1y = */2\/1 — 22.

Como el término no homogéneo e*/2y/1 — 22 no se puede manejar con coeficientes indeterminados
se debe usar el método de variaciéon de parametros.

Primero encontramos la solucién homogénea. La ecuacién auxiliar es:

2 —4r+1=0
(2r—1)2=0

La ecuacion auxiliar tiene una raiz doble r = %

La soluciéon homogénea para una raiz doble m es de la forma:

Yh = Clem‘r + Cgﬂfemm

Sustituyendo m = % en la soluciéon homogénea:

Yh = C’lex/2 + C’Ql’e‘%/2

Para encontrar la solucion particular 1, mediante el método de variacion de pardmetros, asumimos
que la solucion tiene la forma:

Yp = ue®’? + uswe™/?

donde u; y us son funciones de x.
Reescribimos la ecuacion diferencial original en su forma estandar:
" p 1 1 x/2 2
Yoy tgy=qevi-a
Para aplicar el método de variacion de parametros, necesitamos calcular el Wronskiano W de las

soluciones linealmente independientes de la ecuacién homogénea:

ean/2 xem/Z
(6x/2)/ (xex/Q)/

em/Q xem/Q

W= Lea/2 a2 | Lgev/2

Calculando el determinante:

W = eac/2 <eac/2 + ;mea}/2) - *€$/2.’E€x/2 — "

Luego, calculamos W7 y Wa:

0 ret/?

Wi = %eznm et/2 4 %wexﬂ

= —ixe””\/ 1— a2

e:c/2

W, — 0
2= 1w L2 T2

= iem\/l — x2

Las derivadas de u; y ug estan dadas por:
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T
, We V1 —22
LT T Ty

Integrando para encontrar u; y us:

x2)3/2

1—
ulz/u'ld:r: —%\/1—1‘261.1‘:(7

12

V1—a? 1
Uy = /uéd:c = / Txdx =3 (arcsen(a:) +av1-— :1:2>

Como solo necesitamos una solucion particular, podemos ignorar las constantes de integracion
C3 y Cy4. Sustituyendo uq y uz en la expresion de yp:

1 22)3/2 1
Yp = (f;)em/Q + 3 (arcsen(m) +azv1-— ;E2> ze®/?

Por lo tanto, la solucién de la ecuacién diferencial es:

1 — 22)3/2 1
y=yn+yp = C1e%/? + Coue™? + (1332)6’”/2 + 3 <arcsen(a:) +zv1-— 332) ze®/?

(c) Sea la ecuacion diferencial 22y” — 32y’ +4y = 0, con las condiciones iniciales y(1) = 5y /(1) = 3.
Para resolver la ecuacion diferencial, primero encontramos la ecuacién auxiliar:
am? 4+ (b—a)m+c = 0.
En este caso, a =1, b = —3 y ¢ = 4. Sustituyendo estos valores en la ecuaciéon auxiliar:
m?* 4 (=3 —1)m+4=0
(m—2)?=0

La ecuacion auxiliar tiene una raiz doble m = 2.

La solucién general para una raiz doble m en una ecuaciéon de Cauchy-Euler es de la forma:
y = C1z"™ + Caz™ In(x)
Sustituyendo m = 2 en la solucién general:

y = C12% + Cox? In(2)

Para encontrar C; y Co, utilizamos las condiciones iniciales. Usando y(1) = 5:

5= C1(1)* 4+ Cx(1)*In(1)
C1=5
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Derivando y:

1

y' = 2C1x 4 2Cox In(x) + 021‘25
y = 2C1x + 2Cox In(x) + Cox
y = (2C1 4+ C2)z + 2Cox In(z)

Usando ¢/(1) =3y C; = 5:
3=1(2(5)+ C2)(1) +2C5(1) In(1)

3=10+ Cy
Cy=—T7

Por lo tanto, la solucién de la ecuacién diferencial es:

y = 5z — 722 In(z)

2. Adicional: Conceptual (3 Puntos)

(a) (1.5 ptos) Dada la ecuacion diferencial

Y- = )

grafique la funcion f(y) y clasifique los puntos criticos de la ecuacion anterior.

(b) (1.5 ptos) Resuelva el siguiente sistema hallando los autovalores y autovectores.
| -6 2| |z
v =3 1]y
Solucién:

(a) Consideremos la ecuacion diferencial:

Wy = )

Grafico de la funciéon pendiente f(y):

Para encontrar los puntos criticos, igualamos la funcién pendiente a cero y resolvemos para y:
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y(1—y*) =0
Las soluciones son y; = —1, yo =0y y3 = 1.

Para clasificar los puntos criticos, analizamos el signo de f(y) en intervalos alrededor de cada
punto:

= y; = —1 es atractor pues:
Para y < —1, f(y) > 0 (creciente). Para —1 < y < 0, f(y) < 0 (decreciente).

= yo = 0 es repulsor pues:
Para —1 <y < 0, f(y) < 0 (decreciente). Para 0 <y < 1, f(y) > 0 (creciente).

= y3 = 1 es atractor pues:
Para 0 <y < 1, f(y) > 0 (creciente). Para y > 1, f(y) < 0 (decreciente).

(b) Se pide resolver el sistema de ecuaciones diferenciales:

/ _ _ _6 2
X = Ax, donde A= [_3 J

Para encontrar los eigenvalores, resolvemos la ecuacién caracteristica:

det(A —AI) =0
66—\ 2
‘—3 1—)\‘_0
(=6 =A)(1 =)= (2)(=3)=0
M50 =0
AA+5)=0

Las soluciones son \; =0y Ao = —5.

Para cada eigenvalor, encontramos el eigenvector asociado resolviendo (A — AI)k = 0.

L] )\1202

La solucion es xo = 3x7.
. . 1
Un eigenvector asociado a Ay =0 es ky = .

B )\ = —5:

La solucion es x1 = 2x2.

2
Un eigenvector asociado a Ay = —5 es kg = { ]
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La solucion general del sistema de ecuaciones diferenciales es:

|:;j:| = Clkle/\lt + Cgk2€)‘2t

Sustituyendo los eigenvalores y eigenvectores:

MR T H

Simplificando:

z=C1+ 2026752e
y = 3C) + Che™™
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