UTEC x Ecuaciones Diferenciales

UNIVERSIDAD DE INGENIERIA
Y TECNOLOGIA

Examen Final 2025-1.
MODELO 1
Tiempo: 100 minutos

1. Modelamiento y Procedimental (20 Puntos)

Problema 1 (6 Puntos)

A un resorte que cuelga del techo, se le une una masa de 1 kg el cual alarga el resorte 2m. Si la masa
se libera 1 m por debajo de su posicion de equilibrio con una velocidad ascendente de 2m/s en un
medio circundante que ofrece una fuerza amortiguadora igual a 6 veces su velocidad instantanea.

(a) (3 ptos) Determine la ecuacion diferencial que modela el problema masa-resorte, si se aplica una
fuerza externa f(t) = 5cos(3t) e indicar las condiciones iniciales. Considere g = 10 m /s

Solucién: Primero calculemos la constante de elasticidad asociada al resorte, para ello usamos
la ley de Hooke en la posicion de equilibrio:

k-2=1-10
La ecuacién diferencial que modela el desplazamiento de la masa es:
2" + 62" + 52 = 5cos(3t),
donde z(0) = 1,2/(0) = —2.
(b) (3 ptos) Resuelva la ecuacion diferencial de segundo orden

2" — 22" + 2z = sin(t)
sujeto a las siguientes condiciones iniciales

2(0) =04, 2(0)=0
Solucién: Primero calculamos la soluciéon homogénea, para ello debemos resolver la ecuacién
caracteristica:

r2—2r4+2=0
(r—1°+1=0

Luego, las raices son 712 = 1 £ 4 y asi soluciéon homogénea es:
x5 (t) = Cre’ cos(t) + Cae’ sin(t)

Para la soluciéon particular, utilizaremos el método de coeficientes indeterminados. Para ello, en
base a la forma del término no homogéneo, proponemos z,(t) = Acos(t) + Bsin(t), luego:

), (t) = —Asin(t) + B cos(t)
) (t) = —Acos(t) — Bsin(t)

Reemplazando en la EDO del problema, tenemos:

(—A—2B+2A)cos(t) + (—B + 2A + 2B) sin(t) = sin(t)
(A —2B)cos(t) + (2A + B)sin(t) = sin(t)
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Tenemos el sistema de ecuaciones:

A—-2B=0
2A+B=1

Resolviendo, A = % y B = %, tenemos la solucién general:
z(t) = ap(t) + xp(t)

2 1
= C1e’ cos(t) + Cot sin(t) + = cos(t) + 5 sin(t)

Ademas, como z(0) = %,m’(O) =0, entonces C; = 0,Cy = —%. Finalmente:
1 2 1
x(t) = —gtsin(t) + E cos(t) + R sin(t)

Problema 2 (6 Puntos)

Considere el circuito mostrado en la siguiente figura:

(a) (3 ptos) Modele las ecuaciones diferenciales en la malla derecha e izquierda que permitan en-
contrar las corrientes I (t) y I2(t). Seguidamente, exprese el sistema de ecuaciones diferenciales

en la forma X' = AX + b, donde X = [Il (t)] .
I(t)

Solucién: Usaremos las leyes de Kirchoff en la sub-malla izquierda y en la sub-malla de la
derecha, de esta manera obtenemos:

E(t) =11 Ry + Lli/Q -+ Lgill
0= Lyiy — igRs
Ademas, por la ley de nodos, tenemos i3 = i1 — io.
E(t) =1 R+ Llilg + inll
0= Llié — 11 Ry + i9Ro
Luego despejando las derivadas y agrupando términos tenemos:

Ri+Ry,. Ra. Et)

~/__ e —_\")
== Lo )“‘%LQWr Lo
., Ry, Ry

P

Ahora, lo expresamos matricialmente:

) <[ Rl Balta ][] | TR0

2
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(b) (3 ptos) Utilizando transformada de Laplace, resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferen-
ciales,

=2 —x—y

2 =-x—y
Solucién: Aplicamos la transformada de Laplace a ambas ecuaciones:

s2X (s) — s2(0) — 2/(0) = 2(sX (s) — 2(0)) — X(s) — Y(s)
2(sY(s) —y(0)) = =X(s) = Y (s)

Reemplazamos las condiciones iniciales y reagrupamos términos:

(s =25+ 1)X(s)+Y(s) =1
X(s)+(2s+1)Y(s)=0
Luego,
0ol
0 2s+1
X(s) =
S T
1 2s+1
2s+1 25 +1

283 — 352 52(25—3)
Descomponemos X (s) en fracciones parciales:

25 +1 A B C

2@5-3) s £ 23
Entonces:
25 +1 = As(2s — 3) + B(2s — 3) + Cs?
Evaluando en s =0, s = % y s = 1, obtenemos:
1=-3B
9
4= ZC
3=—A-B+C
Asi, A=-8 B=-1 C= %. Finalmente:
2(t) = £ {X(s)}
:3_1{—8/9 1/3+ 16/9 }

s 52 25 — 3
8 1 8 3
t)=|—=— -t+ -e?’
x(t) 9 3+962
Por otro lado,
2 —2s+1 1’
1 0
Y(s) =
(s) 2 —2s+1 1
1 2s+1
-1 -1

253 — 352 52(25 — 3)
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Descomponemos Y'(s) en fracciones parciales:

-1 A B C

s2(2s — 3) R R P
Es decir:
—1= As(2s —3) + B(2s — 3) + Cs®

Nuevamente evaluando en s =0, s = %, s = 1, obtenemos:

v =27 {2£9+1§, B 2;1/—93}
1
3

3
st

Problema 3 (8 Puntos)
(a) (2 ptos) Resolver el problema de valor inicial
y' =6y +9y =t y(0)=0,y(0) =1
utilizando el método de la transformada de Laplace.

Sugerencia:

L2119 227 19

s2(s — 3)? s 2 s—=3 (s—3)?

Solucion: Aplicamos la transformada de Laplace a la EDO planteada:
1
s*Y (s) = sy(0) = y/(0) = 6(sY () = y(0)) +9Y (s) =

Reemplazando las condiciones iniciales y agrupando términos:

1
(32—63+9)Y(3):S—2+1
1 1
+
$2(s2—6s+9) s2—06s+9
1 1

" s2(s—3)? * (s —3)2

Y(s) =

Utilizamos la sugerencia para el primer término de Y'(s)

2/27 1/9 2/27 1/9 1
2 9y

Y(s) s 2 s—3 (5—3)2+(s—3)2
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Finalmente:

Y (s)}
2/27 1/9 221 19 1 }
7

y(t) =

s—3  (s-32 " (s—3)

1/9 /21, 10/9 }

<z
gl{
2/2

_ o1
=< { s—3 (s—3)?
2 2 5, 10
27
2

7

1 _
+ § _ ﬁ + gf 1 {g{t}s—%s—fi)}

1 2 4 10 4
—t— — —e't
+9 276 +96

(b) (3 ptos) Dada la grafica de la funcién E(t), determine: £L{E(t)}.

oL

Solucion: Escribimos la regla de correspondencia de E : [0, 00) — R:

4et ,0<t <2
E(t):{e =

0 ,2<t
Asi, podemos expresar E(t) en términos de la funcién escaléon unitario:
B(t) = 4e' — de'U(t — 2)
Luego:

ZLA{Et)} = .2 {4e' — 4e'U(t — 2)}
1

:4-71—4-.2{@%{@—2)}
S_
4
_ p—" 746—233{6154-2}
_ 4 _4.6723+2
s—1 s—1

(c) (3 ptos) Halle la transformada inversa de Laplace de la funcion:

25 —4

PO = oo
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Solucién: Descomponemos F'(s) en fracciones parciales:

2s — 4 B 2s — 4

(s2+5)(s2+1)  s(s+1)(s2+1)
A B Cs+ D

T s * s+1 * s2+1
Luego:
25 —4=A(s +1)(s* + 1)+ Bs(s* +1) + (Cs + D)s(s + 1)
Reemplazandoen s =0, s=—-1,s=1y s =2:
—4=A
—6=—-2B

—2=4A+2B+2(C+ D)
0 =154+ 10B + 6(2C + D)

Resolvemos y obtenemos: A = —4, B =3,C =1, D = 3. Finalmente:

_ _ 4 3 5+3
1 _ 1) 2
L AP =2 { S+S+1+82+1}

1
Toe {32+1}+ 241

= —4+ 3e”" + cos(t) + 3sin(t)

2. Adicional: Conceptual (3 Puntos)

(a) (1.5 ptos) Resuelva el siguiente sistema de ED usando autovalores y autovectores:

con z1(0) =3, x2(0)=4

Solucién: Escribimos el sistema en forma matricial:
T ! . 2 1 X
o a 0 —1 X9

2—-x 1
0 —1-2A
M_oA-2=0
A—2)(A+1)=0

Calculamos los eigenvalores:

-

Asi, obtenemos A\; = 2, Ao = —1, ahora debemos calcular los eigenvectores asociados:

k . .
= Para A\;: Sea vy = { 1} el eigenvector asociado a A, luego

R

Resolviendo, tenemos ko = 0, luego v; = ﬁﬂ = k1 [é]a si k1 = 1, nos queda vy = [(1)} un

eigenvector asociado a Aj.
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= Para \g: Sea vy = [Zl} el eigenvector asociado a Ag, luego
2

¢k

—/@/3] o {—1/3

Resolviendo, tenemos ki = —%, luego vy = [

oy 1 ], si ko = 3, nos queda

vy = {_3 ] un eigenvector asociado a As.
Finalmente
wi(t)| _ o 1] o -1
|::U2(t):| =G [0 O g
Usando las condiciones iniciales 1(0) = 3, z2(0) = 4, tenemos:

i el el

Resolviendo Cy = %, Cl = ? Por lo tanto,
zi(t)| _ B3 (1| o 4|1
[.’Eg(t):| 310/ T3[3]°
(b) (1.5 ptos) Halle la transformada de Laplace de la funcién:
f(t) = te'sen(t) + telcos(t)

Solucién: Calculamos:

Z{t(e'sin(t) + e’ cos(t))} = (—1)t- % (£ {e'sin(t)} + £ {e’ cos(t)}]

d 1 s—1

T ds [(5—1)2+1 * (5—1)2+1}
d s

T ds {(3—21)2“]

- {«s :51>2+ +2 1)2]
52 —2

(s —1)2+1)°
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UNIVERSIDAD DE INGENIERIA
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Formulario

Examen Final - 2025-1

1. Leyes de Kirchhoff

a) Ley de nodos: En cualquier nodo,
la suma de las corrientes que entran
en ese nodo es igual a la suma de
las corrientes que salen.

b) Ley de las tensiones: En un cir-
cuito cerrado, la suma de todas las
caidas de tensién es igual a la ten-
sién total suministrada.

2. Caidas de voltaje
= Para una resistencia: V = RI

s Para una bobina: V = La

» Para un condensador: V = ol

= En general: [ = @

dt

3. Transformada de Laplace de una
derivada

L{f™M ()} =s"F(s) — 5"~ f(0)

=" (0) =+ = I (0)
4. Tabla de transformada de Laplace
f(#) F(s)
n n!
t T
eat 1
s—a
cos(wt) 2 —in
sin(wt) 5 d 5
s 4w
cosh(wt) 2 _8 3
sinh(wt) 2 L_dw2
n L A" F(s)
(1) (o
6-&5
Ut —a) .
JOUt —a) | e L{f(t+a)}
ft=a)U(t—a) | e " ZL{f(t)}
e f(t) F(s—a)
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