UTEC x Ecuaciones Diferenciales

UNIVERSIDAD DE INGENIERIA
Y TECNOLOGIA

Examen Final 2024-1. Tiempo: 100 minutos

Indicaciones
1. Luego de los 100 minutos del examen, tendran 10 minutos para subir a Gradescope su desarrollo.
El examen tiene 23 puntos pero méximo se podra obtener 20.

No se permite el uso de equipos electronicos, solo calculadora no programable ni graficadora.

Ll

Al minimo intento de copia o sospecha de copia, se anulara el examen sin opcién de reclamo.

1. Modelamiento y Procedimental (20 Puntos)

Problema 1 (6 Puntos)

Considere un circuito LC' en serie conectado a una fuente de voltaje V(t) = 10L sin(wt) donde LC' = %,
siendo L el valor de la inductancia de la bobina y C el valor de la capacitancia del condensador. Suponga

que ¢(0) =2y ¢'(0) = 4.

(a) (3 ptos) Modele la ecuacion diferencial que determina la carga en el condensador y resuélvala.
La solucién debe estar en términos de w.

Solucién: La EDO que nos permite modelar la carga en el circuito es:

10L sin(wt) = Lg" + g
1
10 sin(wt) = ¢”
sin(wt) = ¢ + 70

10sin(wt) = ¢" + 36¢

Con las condiciones iniciales, ¢(0) = 2, ¢/(0) = 4. Ahora, resolveremos la EDO homogénea con el
método de la ecuacién caracteristica:

r?+36=0
r = £6i

Por lo tanto la solucién homogénea es:
qn(t) = C1 cos(6t) + Cy sin(6t)
Ademaés proponemos la solucion particular g,(t) = A cos(wt) + Bsin(wt), luego:

q, = —Awsin(wt) + Bw cos(wt)

4y = — Aw? cos(wt) — Bw? sin(wt)
Reemplazamos en la EDO inicial:

10 sin(wt) = —Aw? cos(wt) — Bw? sin(wt) + 36(A cos(wt) + B sin(wt))
10sin(wt) = (—Aw? 4 364) cos(wt) + (36 B — Bw?) sin(wt)
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Asi:

A(36 —w?) =0
B(36 — w?) =10
10 .
Entonces A =0y B = —— . Finalmente,
36 — w?
q(t) = qn(t) + ap(t)
10 sin(wt
= (' cos(6t) + Cy sin(6t) + m
Sabemos que:
q(O) =2 = (C1=2
0)=4 = 60+ _y
= 2B —w?

1 Sw
Co==[2-
RO 3( 36—w2>
172—2w2—5w
3 36 — w2

1 <72—2w2—5w

q(t) = 2cos(6t) + 3 36— 2

Finalmente la carga es:

10 sin(wt)

in(6t
)sm( )+ 36— 2

(b) (3 ptos) Halle la corriente cuando el circuito estd en resonancia.
Sugerencia: Aplique la condicion de resonancia (cuando la frecuancia natural es igual a la fre-
cuencia de la fuente) y vuelva a resolver la ecuacion.

Solucioén:
La condicién de resonancia para nuestro problema es w = 4/ % = 6, entonces la EDO a resolver
es:
q" + 36q = 10sin(6t)
q(0) =2
q(0)=4
Resolveremos con la transformada de Laplace, donde denotaremos Q(s) = .Z{q(t)}:
6
2 /
—5q(0) —¢'(0) + 36 =10 ———
2 _
60 2s 4
Q(s) =

(52 +36)2 +82+36+32—|—36

Asi, obtenemos:

60 2s 4
t) =21
att) {(52+36)2+32+36+52+36}

60 2s 4
— g—l g—l g—l
{(52+36)2}Jr {32+36}+ {s2+36}

> (sin(6t) — 6t cos(6t)) + 2 cos(6t) + %Sin(&f)

~ 36
29 ot 6t
== sin(6t) — 5t cos(6t)

+ 2 cos(6t)

UTEC 2



Problema 2 (6 Puntos)

(a) (3 ptos) Considere el sistema masa resorte de la figura:

S, B

ki

Modele las ecuaciones diferenciales del sistema de tres resortes con constantes ki, ko y k3 respec-
tivamente, acoplados a las masas m y 2m, que permita determinar los desplazamientos z1(t) y

xo(t).

Solucién: Considerando el eje positivo hacia abajo, se obtiene

m.%lll = —kix1 + kQ(a}Q — xl)

/!
2maxy = —ko(xe — x1) — k3xa,
que equivale a escribir

mx’ll = —(]Cl + k’g)l’l + koxo
le'g = koxq — (kg -+ kg)l'g.

(b) (3 ptos) Utilizando transformada de Laplace, resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferen-

ciales,
?=y—=z
y' =z -y
z(0) =0, 2'(0)=-2, y(0)=0, y(0)=1
Solucioén:

Aplicamos la transformada de Laplace en cada miembro de las ecuaciones, ademéas denotaremos
las transformadas de z(t) e y(t) con X (s) e Y (s) respectivamente. Asi, tenemos:
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Reemplazando las condiciones iniciales y reordenando:

Ahora, usamos la regla de Cramer para despejar X (s) e Y (s):

-2 -1 ’
X(s) = 1 (s2+1)
‘(52—1-1) -1 ’
-1 (s2+1)
—2s%2 —1
BGER!
—2s2 —1
:(52-1-2)52
B 2 1
T 2242 (242)s2
2 11 1 1
:s2+2[2'522'32+2}
(s*+1) —2’
~1 1
Y(s)_‘(sun - ’
—1  (s24+1)
s2—1
RGER!
- s2—1
(524 2)s?
1 1

T 2+2  (s212)s2
1 1 1 1 1
Cs242 2 s2 2 s242

Finalmente:
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Problema 3 (8 Puntos)

(a) (2 ptos) Resolver la siguiente ecuacion diferencial, utilizando transformada de Laplace:

Y + 2y = de*
si y(0) = 1.
Solucién:
Aplicaremos la transformada de Laplace a ambos miembros de la EDO y sea Y (s) = Z{y(t)},
luego:
Ly + 2y} = L{4e*}
1
4
2)Y(s) = ——+1
(s +2)¥(s) = 5 +
5+ 2
2)Y(s) =
(2 ()=
1
Y =
() s—2
Finalmente:
y(t) = L7 HY (5)}
1
_ o1
=2 {5}
o2
(b) (3 ptos) Dada la funcion
212, 0<t<1
f(t) =<t 1<t<4

cos(2t), 4<t

Halle £{f(t)}.

Solucién:
Primero escribimos f en términos de la funcion escaléon unitario:

ft) =262 4 (2 — 2HU(t — 1) + (cos(2t) — )U(t — 4)
=22 — 2U(t — 1) + (cos(2t) — t)U(t — 4)

Ahora aplicamos la transformada de Laplace y usamos la segunda propiedad de traslacion:

L{f)} = L0262} — 2{PU(t — 1)} + L{(cos(2t) — ) U(t — 4)}
= ;13 — e‘sz{(t + 1)2} + 6_48${(COS(2(t + 4)) - (t + 4)2}

4
=5 - e S L+ 2t 4 1} + e L{(cos(2t + 8) — t* — 8t — 16}
s

4 ]2 2 1 4 s 2 . 2 8 16
=" # Lg + 2 + S] +e [52 1 cos(8) — 211 sin(8) — 32

2 _ 4 2 . _ _4 1, _4 cos(8)se™**  2sin(8)e™**
B2 A S Bl C B o e B
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(c) (3 ptos) Halle la transformada inversa de

3s2 — 4
F(s) =
() s3 —4s
Solucién:
Factorizamos el denominados de la funcion F":
352 —4
Fls)=————
() s(s+2)(s—2)
Ahora, descomponemos utilizando el método de fracciones parciales, es decir:
3s? —4 A B C

s(s+2)(s—2) §+s+2+s—2
Luego,
352 —4 = A(s+2)(s — 2) + Bs(s — 2) + Cs(s + 2)

Igualando términos, obtenemos: A = B = C = 1. Finalmente,

g_l{F(S)}:Z_I{i+s4l-2+si2}

=1+e 242

2. Adicional: Conceptual (3 Puntos)

(a) (1.5 ptos) Dado el sistema de segundo orden
2 =y —4dx
y' =2z -y
. Es posible resolver utilizando autovalores y autovectores? De ser asi, de qué orden es la matriz
de la que se debe calcular los autovalores. Justifique su respuesta.

Solucién:
Si es posible, definimos las variables

r1 =2
T2 =Y
$3:.’El
=y

De esta manera, las ecuaciones se pueden reescribir como sigue:
.I‘ll = I3
xh =14
mg =19 —4xq
:cﬁl =2x] — X9

Asi, obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden:

@) 0 0 1 07 [«
l’é _ 0 0 0 1 xZ9
xh 0 1 0 —4 (z3|’
1 12 -1 0 0] [

el cual puede ser resuelto mediante el método de eigenvalores y eigenvectores.
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(b) (1.5 ptos) Escriba la definicion de la transformada de Laplace de una funcion f(¢) y luego halle,
por definicion, la transformada de la funcion f(t) = 2.
Solucién:
Calculemos

X{Q}:/ 2e 5t dt
0
N

= lim 2e 5t dt
N—o0 0
N
= lim —e %
N—oo —S8 0
2 _
= lim [ —e Mo ) 4=
N—oo \ —S§ S
=0
2
s
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