UTEC x Ecuaciones Diferenciales

UNIVERSIDAD DE INGENIERIA
Y TECNOLOGIA

Examen Final 2023-2. Tiempo: 100 minutos

1. Modelamiento y Procedimental (20 Puntos)

Problema 1 (6 Puntos)

a) El bloque de M kilogramos colocado en el ex-

tremo del resorte causa en éste un alargamiento

de S metros hasta alcanzar la posicion de equi- Eﬁ?
librio. C":
En el instante ¢ = 0 la masa se libera 1 metro C{‘g
debajo de la posicién de equilibrio con una velo- S
cidad descendente de 4 metros por segundo y el @g
movimiento posterior toma lugar en un medio &
circundante que ofrece una fuerza de amorti- <

guamiento igual a C' veces la velocidad instan-
tanea. Considere g, la aceleracion de la grave-
dad, en m/s?.

3

i) (2 ptos) Si una fuerza externa igual a f(t) = 9¢sin(3t) acttia sobre la masa, determinar la
ecuacién diferencial del movimiento en términos de M, S, C' y g e indicar las condiciones
iniciales.

ii) (1 pto) {Qué relacién debe cumplirse para que el movimiento sea sobreamortiguado?
Responda en términos de M, S, C'y g.

b) Un sistema masa resorte tiene la siguiente ecuacion diferencial
2" + 42" + 20z = 12cos(t), x(0) =0, 2'(0) =0,
i) (2 ptos) Determinar su posicién para cualquier instante t. Utilice el método que crea con-
veniente.

ii) (1 pto) De la solucion general, indicar cuél es la soluciéon transitoria y la solucion
estable.

Solucién:

a) En la posicion de equilibrio el resorte se alarga S metros, por lo tanto calculamos la constante k
del resorte mediante:

Mg—kS=0
Mg
k=2
S

i) Considerando la fuerza externa, el peso, la fuerza del resorte y el amortiguamiento, se sigue
que el modelo esta dado por:

Mzx" = f(t) — Ca' — kx

M
Mz" = 9tsin3t — Cz’ — ?gx
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b)

ii)

ii)

C g 9
7 / _ :
= =z —I—M:U +Sac Mtsm(3t)

con condiciones iniciales: 2(0) = 1m y 2/(0) = 4m/s.

Para que el movimiento sea sobreamortiguado debe cumplirse que A2 — w? > 0, donde
)\:%wa:ﬁ:%, es decir:
02

4M?

g
> =
S
Planteamos la ecuacion auxiliar:
r24+4r+20=0

cuyas raices son 1y = —2 447 y 1o = —2 — 44, luego las solucione homogénea es:
xp(t) = Cre ? cos 4t + Che™* sin 4t

Para hallar la solucién particular usamos coeficientes indeterminados, buscando una solucién
con la forma:
xp = Acost + Bsint

que al ser reemplazada en la ecuacion diferencial nos da A = % y B= %, por lo tanto la

solucién general sera:

228 48
x(t) = Cle_Qt cos4t + 026_2t sin 4t 4+ 377 cost + 377 sint

finalmente usando las condiciones iniciales se obtiene las constantes

228
Ci=—
LT T
Yy

_ 631
27 73016

. Obteniendo

228 6 228 48
(t) = —ﬁe_% cos 4t — 30166_% sin 4t + 377 cost + 377 sint

2t

Debido a que el término e~*" converge hacia 0 cuando t — oo tenemos que:

228
—ﬁe_% cos 4t — 30166_2t sin 4t
es la solucién transitoria y
228 ‘4 48 | ;
—— COS ——sin
377 377

la solucién estable.
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Problema 2 (6 Puntos)

a) Dado el circuito de la figura, se sabe que la R

inductancia es de 1 henry, la resistencia de 2 AN

ohms y la capacitancia de — farad. Ademaés la

i

carga inicial es de 20 coulomb mientras que la L. (2

corriente inicial es 0. Considere como instante
inicial el momento en que se cierra el circuito.

i)
ii)

t=0

A

(1 pto) Modele una ecuacién diferencial para la carga q(t) e indique las condiciones iniciales.

(2 ptos) Concluya qué pasa con la corriente i(t) después de mucho tiempo.

b) (3 pts) Empleando la transformada de Laplace, resolver el siguiente sistema,

Solucién:

a)

i)

¥ =2+ 4y
y =5z +2y

z(0) =6, y(0)=2

La ecuacién de la carga para un sistema RLC es:

1
Lq"+ R + 7a=0

reemplazando los valores tenemos:
¢"+2¢ +5¢=0

con condiciones iniciales ¢(0) =20 y ¢’(0) = 0.

Resolvemos la ecuaciéon planteada en el item anterior. La ecuacién auxiliar sera:
r+2r+5=0

cuyas soluciones son r1 = =1+ 2i y 7 = —1 — 24; luego la solucion general de la ecuacion
homogénea sera:
q(t) = Cre " cos(2t) + Cae " sin(2t)

usando las condiciones iniciales obtenemos que C'y = 20 y Co = 10, por lo que la carga sera:
q(t) = 20" cos(2t) + 10e " sin(2t)

y la corriente:
i(t) = ¢ (t) = —50e " sin(2t)

de donde se concluye que después de mucho tiempo (¢ — o) la corriente tiende hacia 0.

b) Aplicando la transformada de Laplace a ambas ecuaciones obtenemos:

sX(s) —z(0) = X(s) +4Y (s)
sY (s) —y(0) =5X(s) +2Y(s)

luego usando las condiciones iniciales y agrupando lo términos:

(s —1)X(s) —4Y(s)
—5X(s) + (s —2)Y(s)

6
2
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multiplicando la primera ecuacion por (s — 2) y la segunda por 4 y luego sumando, se obtiene:

(s—2)(s—1)X(s) —20X(s) =6(s—2)+8

despejando X (s):

6s — 4 22 1 32 1
X(s)= = o+ o 2
) = =63 9533 9s5-6 2)
tomando la transformada inversa:
22 2
x(t) = jefgt + %th
reemplazando (2) en (1) tenemos:
5(6s —4)
R —2)Y(s)=2
G0+ AV
despejando Y'(s):
Y(s) = 2(s+14) 22 1 +@ 1
C(5—6)(s+3) 9s5+3 9s5—6
tomando la transformada inversa:
22 4
y(t) = —56_% + goeﬁt
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Problema 3 (8 Puntos)
Considere el problema de valor inicial
y' =y —6by=%(t-2), y0)=1 y'(0)=-1

a) (1 pts) Aplique la transformada de Laplace a la ecuacion anterior y utilice las condiciones iniciales.
b) (1 pts) Resuelve para Y (s) (Recordar que Y (s) = Z{y(t)}).

c) (4 pts) Halle y(t) = £~ 1{Y (s)}.

d) (2 pts)

2 pts) Halle la transformada de Laplace de la funcion f(t), definida como:

~Jy(0), 0<t<2
f(t)_{t+2, 2 <t

donde y(0) es la evaluacion de la solucion del item anterior en ¢ = 0.

Solucién:

a) Tomando la transformada de Laplace:

s”Y (s) — sy(0) — y/(0) — [sY (s) — y(0)] — 6Y (s) =

usando los valores iniciales:

6—23

%Y (s) —s+1—sY(s) +1—6Y(s) =

S

b) Despejamos Y (s):

(s> =5 —6)Y(s) = +s—2

e s—2

YO = a6+ T G961

c) Factorizamos en fracciones parciales:

¥(s) 16*28+1e*28+1e*28+1 1 +4 1
§) = —— — — — =
6 s 15s—3 10s+ 2 5s—3 5s+2

usando la linealidad podemos encontrar la transformada inversa tomando esta en cada término:

1 1 1 1 4
t) = _7% t—92 7% t—29 3t—6 7% t—9 —2t+4 - 3t = =2t
y(t) = —g %t =2) + LUt = 2)e” " + LU (t = 2)e et t e

d) Tenemos que y(0) =1 y la funcion f(¢) puede escribirse como:
fO)=14+@t+D)%(t—-2)
y su transformada de Laplace sera:
F(s) = % +e B2{t+3}

1 3

F(s)=-+e2 [32 + S]
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2. Adicional: Conceptual (3 Puntos)

1. (1.5 pts) Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales,

, (2 —1
x = (5 )X
2. (1.5 pts) Halle la transformada inversa de Laplace de

1
(7417

Sugerencia: halle la transformada de Laplace de f(t) = ¢ cos(t).

F(s) =

Solucién:

1. Calculamos los valores propios de la matriz:

2—A -1
det( 3 _2_)\>:0
(2= N)(-2- ) - (3)(~1) =0
N =1
A==+1

calculamos los vectores propios asociados a cada valor propio:
1 =1\ [k
(6 22) ()0
de donde tenemos que (1,1)7 es un vector propio asociado a A =1y
3 =1\ [k
(65 ()0
de donde tenemos que (1,3)7 es un vector propio asociado a A = —1. Finalmente la solucion

general del sistema seré:
X(t) =C, G) e+ Cy @) et

2. Usando la formula para la transformada de una expresion del tipo ¢ f(¢):

d( s > —(s2+1—2s%) s2—1

ds\s2+1) (s2+1)2  (s2+1)2

Pt cos(t)} = (—1)%.2{@)5@)} — (1)

Sumando y restando 1 del numerador

s2—1 s24+1-2 s2+1 2
t t — = f— —
Zitcos(t)} (2112 (2+1)2 (2412 (s241)2
12
o241 (s241)2
. 2
:f{SIH(t)}—m
Por lo tanto
1

T = g2 R0}~ g st} = 271 { i) — yteos(n]

Finalmente

1 1 . 1
z1 {M} =3 sin(t) — thos(t)
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