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1. Limites y continuidad

1.1. Determina los siguientes limites:
Sugerencia: Puedes usar factorizacion, I’'Hopital, etc.

_ x*-8x+15
1.1.1. [2.0 puntos] lim ————
x—5—x%2—2x+35
Demostracion.
. x2—8x+15 , 22 —8r+ 15
lim = lim

=5 —x2 — 20+ 35 a—5 — (22 + 22 — 35)

(x —3)(x—5)

R )
= lim ;%_
z—5 f(.l‘ + {)
5—3
-6+
1
6

In(x)

1.1.2. [2.0 puntos] lim

x—1(x—1)2

0
Demostracion. Si calculamos el limite directamente obtenemos: 6 Esta indeterminacion

permite usar L’Hospital, entonces:

1
In(x) -
lim — = lim 4 = lim ———
a1 (x—1)2  2-12(x—1) =2-122(x—1)
Sin embargo, notamos que:
lim ————— = —
z—1- 2x(r — 1)
lm ——— = +w
z—1+ 2x(r — 1)

Por lo tanto, ¢l limite no existe. |
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1.2. [2.0 puntos] Sea
—2x*+3x+4 -1<x<3

fx)=<-5 x=3
3x-14 I<x<7

Emplea los criterios de continuidad y analiza en detalle si f(x) es continua en x = 3.

Demostracion. Para que la funcion sea continua en z = 3, de deben cumplir las siguientes

condiciones:
= Primera condicion: f(3) = —5. Existe.
» Segunda condicion: lim,_,3- f(z) = lim_3+ f(z). En efecto

lim f(z) = lim (—22® + 32 +4) = -5

r—3" T—3"
lim f(z) = lim (3z —14) = =5
r—3* r—3t

Por lo tanto, también se cumple la tercera condicion: f(3) = lim,_,3- f(z) = lim,_,3- f(x)

v se concluye que f es continua en x = 3. |

2. Derivada

2.1. [2.0 puntos] Sea la funcion
2
h(x) =27-3% 3sin(5x)

calcula #'(0).

Demostracién. Se puede observar que h(z) resulta de la multiplicacion de dos funciones.

Scan f(x) = 27- 33y g(x) = sin(5z). Por teoria, sabemos que:
h(x) = f(@)g(x) — f(2)g(x)

Luego, derivando:

Fz)=27-3"".In(3)- (22— 3) =54-In(3) - 2- 353

g'(x) =5 - cos(5x)
Reemplazando estas derivadas en h'(z)

W (z)=54-In(3) 237 sin(5z) + 27- 35 5 - cos(5x)
=54-I(3)-z- 3%"-3. sin(bz) + 135 - 33 cos(bx)
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2.2. [2.0 puntos] Deriva mediante reglas de derivacion la siguiente funcién:

x*-1

f(x)

- cos(x+3)

Sea g(z) = 3* 1y h(z) = cos(x + 3), Por teoria, sabemos que:

¢ (@)h(z) - g (z)
h?(x)

flx) =
Luego, deriavndo:
g(x) =3"""I(3) (a* —3) =2-In(3) -z -3
h'(z) = —sin(z + 3)
Reemplazandoestas derivadas en f'(x)

2-In(3) -z -3 cos(z + 3) — 371 [ — sin(z + 3)]
| cos(z + 3)]2
2-In(3) -z - 371 - cos(x + 3) + 37! -sin(z + 3)
cos?(x + 3)

f'(x) =

Demostracion. Se puede observar que f(x) se conforma por la division de dos funciones.

2.3. Enla Figura 1 mostramos los graficos de f'(x) y de f”(x). Considera Dom f = [0, 7].

-1 05 0 0.5 1 1.5 5.5 6 6.5 7 7.5

=2

Figura 1: Gréficos de f'(x) y f" (x).
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A partir de los gréficos en la Figura 1:

2.3.1. [1.0 puntos] Escribe los intervalos en los que la funcién f(x) es decreciente. Explica
brevemente tu respuesta.

Demostracion. La funcion ¢ serd decreciente en el intervalo donde su derivada sea

negativa; es decir: (2;5). |

2.3.2. [1.0 puntos] Escribe los intervalos de concavidad negativa. Explica brevemente tu
respuesta.

Demostracion. Para que se de la concavidad negativa o hacia abajo se debe cumplir que
f"(x) < 0. Esto ocurre en x = |0;3.5] |
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Parte 2
(8.0 puntos)

3. El tiempo de aprendizaje T, medido en minutos, de un modelo de Deep Learning para Inteli-
gencia Artificial depende de la cantidad de parametros p, medida en miles, que contenga. Un
grupo de estudiantes de UTEC estudia el tiempo de aprendizaje de cierto modelo, representado
por la siguiente funcion:

, 2100
T(p) =0.0003p° + T +50In(p), pe<(0,100]

3.1. [1.5 puntos] En su anédlisis del modelo, el grupo encontré un punto critico para p = 41.163
miles de pardmetros. Indica si esto corresponde a un maximo o minimo local del tiempo
de aprendizaje. Justifica tu respuesta.

Nota: Los valores muy pequefios pueden ser aproximados a cero.

Demostracion. Hallamos segunda derivada.

2100 50
T'(p) = 0.0006p — —— + —
P’ p

4200 50
T"(p) = 0.0006 + —— — —
(») R

Evaluando en p = 41.163, obtenemos:

7'(41.163) =~ 0.0247 — 1.2394 + 1.2147 = 0
T"(41.163) ~ 0.0006 + 0.0602 — 0.0295 = 0.0313 > 0

Por lo tanto, el punto p = 41.163 corresponde a un minimo local del tiempo de

aprendizaje. |

3.2. [1.5 puntos] El grupo, a su vez, encontr6 una inflexién en la curva del tiempo de apren-
dizaje para p = 93.9516 miles de pardmetros. Indica el cambio de concavidad de la curva
de T(p) en el punto de inflexion, es decir, si pasa de ser concava hacia arriba a serlo hacia
abajo o viceversa. Justifica tu respuesta.

Demostracion. Del problema anterior, tenemos que:

4200 50
T"(p) = 0.0006 + —— —
I P

Ahora evaluamos en puntos cercanos al punto de inflexion p = 93.9516:

T"(93) ~ 0.0006 + 0.0052 — 0.0057 = 0.0001 > 0
T"(95) ~ 0.0006 + 0.00489 — 0.00554 = —0.00005 < 0

Por lo tanto, la concavidad cambia de concava hacia arriba a concava hacia abajo en

p = 93.9516 l
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3.3. [1.0 puntos] El grupo evalia si es posible implementar el modelo. La condicién es que el
tiempo de aprendizaje 6ptimo sea menor a 3 horas. Indica si serd posible implementar el
modelo a partir de los resultados obtenidos. Justifica tu respuesta

Demostracion. Evaluamos a la funcion T' en el punto p = 41.163, porque se obtuvo, en el

problema anterior, que dicho punto representa un minimo local.

2100
41.163
= 0.51 + 51.02 + 185.88

T(41.163) = 237.4

T(41.163) = 0.0003 - 41.163% + + 50 - In(41.163)

Como 237.4 > 180 minutos (3 horas), entonces NO es posible implementar el modelo. W

4. Un equipo de investigadores de mecatrénica y bioingenieria de UTEC unen fuerzas para dise-
fiar una vélvula coronaria sintética que deba permitir un flujo sanguineo adecuado con minima
pérdida de presion. Segun la ley de Poiseuille, el flujo volumétrico Q o tasa de cambio instan-
tanea del volumen V, a través de un conducto cilindrico estd dado por la siguiente regla de
correspondencia:

donde AP (constante) es la diferencia de presiones en los extremos del conducto, r es el radio
del conducto, u (constante) es la viscosidad de la sangre y L la longitud del conducto.

Ademads, la valvula tiene una forma tal que su radio depende de su longitud a través de la si-
guiente funcion:
r(l)=a-27""'L, L>0

donde ay b son parametros positivos del disefio del material a utilizar.

4.1. [1.0 puntos] Demuestra que Q en funcién de L es:

oy = TPy

Demostracion. Sustituimos r(L) en Q(L) y obtenemos:

TAPr!

SuL
TAP(a-27%LL)1
8L
TFAP(Il ) zflﬁhLLrl
8L
TT.AP(Il . -_)—l(ibLLii
8y

rAPat

(J(L) _ 8// X 2—lﬁbLLii

QL) =

Tal cual se queria demostrar. ]



Katrina
Imagen colocada

Katrina
Imagen colocada


4.2. [1.5 puntos] Calcula la tasa de cambio instantdnea del flujo volumétrico con respecto a la
longitud del conducto. Sugerencia: Ten cuidado con las variables y constantes.

Demostracion. Nos piden calcular la primera derivada de @), para ello empleamos la regla

del producto y la regla de la cadena:

Q'(L) = FAgpad ) (2—161;LL3)'
I

N TR - |
_ T . a® (2—lbbL In(2) - (—16b) - L* + 2716L . 3. Lz)
M
N
Q)= == 27 I (3 - 16L In(2))
1

4.3. [1.5 puntos] Determina el valor de L que maximiza el flujo volumétrico mediante los cri-
terios de primera y segunda derivada.

Demostracion. Primero calculamos los puntos criticos a partir de Q(L) = 0:

APa’ A .
IO 9@ 12 (3 16bLIn(2)) = 0
&
APa’ ‘
Como “ >0, L>0y2 % > (; la ecuacion de arriba se reduce a:
1L
3—16bLIn(2) =0
B 3
16b1n(2)

Ahora calculamos la segunda derivada de Q(L):

” 7APa" d —16bL 12 . ¢
L) ==, 'E(2 (L2 (3— 16bL 111(2)))
7APa?

=3 -(2_"“-ln(2)-(—16b)~L2-(3—161)L1n(2))+
S

271%L 9. (3 — 16bL1n(2))+

2710k 2. (16bh1(2)))
4
= WASi ; !2—lﬁbL . (3 — 16bL 111(2)) (QL — 16bL2 111(2)) —16bL% In(2) - Q—IF)bL]
1L

3
16b1n(2)

3 wAPa’ 3 2 B
" — o _1en. o) . o
@ (mhln(z)) 811 ( 16b (—161)111(2)> In(2) - 2 )

3
16b1n(2)

Luego, evaluamos a Q"(L) en L = y tenemos que

corresponde a un maximo local. W

De donde, Q”( ) < (. Por lo tanto, IOT}IL(2)
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Parte 3 - Bonus
(3.0 puntos)

5. [1.0 puntos] Calcula

) 15
im (1o +7)
x=+o0| 1 +9e3%

Demostracion. Notamos lo siguiente:
S' v O
= D1z — 400, entonces ¢™ — +00.
» Si e — +oo, entonces 1 + 9¢** — +oo.

— 0

= Si % — +o0, entonces #

Entonces,

i b +7 li - + lim 7
m [ ——— = lim im
e—+w0 \ 1+ 9ed® z—+w \ 1 + 9ed® w0

=0+7
=7
|
6. [1.0 puntos] Sea _
F() = [In()SinE)
Calcula f'(x). Sugerencia: Usa derivacion logaritmica.
Demostracion. Aplicando logaritmo a ambos lados de la funcion:
In(y) =In ([lu(l‘)]sm(x))
= sin(—z) - In (In(z))
Derivando implicitamente y recordando que sin(—z) = —sin(z) y cos(—z) = cos(z),

tenemos que

., ! !
—_ = — COSs|—T l 1 & “. 1\ —I ' o
;¥ = —cos(=a)In (In(2)) + sin(—2) - s -
! 1 ! 1
y =y-| —cos(—z)In (11'1(.1:‘)) + sin(—z) - In(z) T
n(r) =z

sin(x)

y' = [hl(:lf)]_smr) . ( ~ cos(z) In (hl(i‘)) - m)
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7. [1.0 puntos] Calcula la derivada por definicién

f(x+h) f(x)
0 h

o=

no mediante reglas de derivacion, de la siguiente funcién:

fxX)=vV7x-9

Demostracidon. Se tiene

f,(.’l‘) = lim \/7(1: +h)—9— V7 —9

h—0 h
" AT +h)—9—VTe =9 /T(x+h) =9+ Tz —
= lim .
h—0 h \/7(;1,‘ +h) =9+ +Tr —9
7(x+ h) — Tr—9
= lim ( z+h) ) ( ! )

=0 (\/7(1 +h) =9+ Tz — 9)

, Th
= lim
0 h (Vi) =9+ v/Tr - 9)

= lim
h—»(}\/'? ] +h _()+\/7I _()

Evaluando el limite tenemos
f(x) = d -
o VT +0)—9+/Te =9  2-4/Tx -9
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Anexo 1: Tabla de Derivadas

0 i 2
n —C= m —tanx=sec x
dx dx
d
n —x=1 m —cotx=—-csc’x
dx dx
. _xn:nxn—l
dx m —secx=secxtanx
4 dx
n —ef=¢"
dx g d—cscx:—cscxcotx
. iax:axlna *
dx d . 1
m —arcsinx =
d 1 dx 12
u d—lnx:—
x . d -1
| n aarccosxz —
n —log x= —-X
dx 8a xlna
d 1
. Esinx:cosx " Earctanx— 1+ 22
d i X _ X
m —CcoSx=-sinx s —x"=x"(Inx+1)
dx dx

Anexo 2: Reglas basicas

d _df dg
P [f(x)g]= 780 + f (%) e

fx)
g(x)

a

. g -fx)g (x
dx B

[g)]?




INDICACIONES GENERALES

Lee estas indicaciones antes de realizar la Practica Calificada 1:

» La evaluacion es INDIVIDUAL. Actos de deshonestidad:

En caso se detecte que el estudiante intente o esté cometiendo un acto de deshones-
tidad académica (copia o plagio), o tenga conocimiento de lo anterior y no lo reporte,
se aplicard lo establecido en el Reglamento de Disciplina de los Estudiantes de la Uni-
versidad de Ingenierfa y Tecnologia, calificindose la evaluacién con nota CERO, no
reemplazable. NO ARRIESGUES SU PRUEBA.

El uso de calculadoras cientificas es necesario para dar el examen. Sin embargo, no
estd permitido usar graficadoras y/o que realicen derivadas o integrales.

Esté prohibido revisar sus teléfonos celulares o tomar fotos durante el tiempo asignado
para resolver el examen, bajo anulacién inmediata de tu prueba.

Es necesario obedecer a todas las indicaciones de los encargados en el aula durante la
prueba. Debes permanecer en silencio y proteger tu trabajo ante intentos de copia, el
no obedecer las indicaciones también es causal de anulaciéon inmediata de la prueba.

= Sobre la evaluacion

Se te sugiere leer toda la evaluacién antes de comenzar.

Ten a la mano tu documento de identidad (DNI) con fotografia actualizado. Firma (o
escribe tu nombre) en todas las paginas de esta evaluacion. LLAMA INMEDIATAMEN-
TE AL ENCARGADO SI NO CUENTAS CON IDENTIFICACION CON FOTO.

La resolucion del examen debe ser a mano, con ldpiz o lapicero azul o negro. Si la es-
critura no es clara y/o no presenta desarrollo NO SE REVISARA LA EVALUACION.

Los profesores solo responderan consultas 25 minutos después del comienzo de la
evaluacién y 25 minutos antes de su término.

Escribe tus soluciones tinicamente en los cuadros. Cualquier escrito fuera de estos
sera considerado borrador y no serd revisado.

iMuchos éxitos!



