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Evaluacion Virtual 2 - Modelo 1

Parte I: Desayuno &4

Bl desayuno es la primera comida del dia y cumple un papel clave en activar el cuerpo y la
mente. Aporta la energia necesaria para comenzar las actividades con mayor concentracion y
rendimiento.

1. Limites - Teorema del sdnguche: A veces es dificil encontrar el limite de una funcién
g(x), pero podemos encontrarlo indirectamente «ensanguchando» la funcién f(x), a la que
queremos calcularle el limite, entre dos funciones, g(x) y h(x), mediante la desigualdad:

g(x) < f(x) < h(x)

Si las funciones g(x) y h(x) tienden al mismo valor cuando x — ¢, luego, la funcién f(x)
tiene el mismo limite:

lim g(x) < lim f(x) < lim h(x)

X—cC X—C X—C

es decir,
Lslimf(x)<sL=limf(x)=L
X—C X—C

Veamos un ejemplito. Calculemos

- (1
lim x%sin | —
x—0 X

: : . (1 : .
A primera vista tendremos O-sm(a], que es claramente indeterminado. Por otro lado,

sabemos que el rango de la funcién seno es [-1,1], o sea, podemos escribir:

1
-1 SSin(—) =1
X

Si multiplicamos la desigualdad por x?, obtenemos:
1

—x% < x*sin (—) < x?
X

Ya que lir%{——xz) = lir% x% =0, por el teorema del snguche:
X— x—
po B fi
limx“sin{—|=0
x—0 %

Ahora es tu turno:

1.1. [1.5 puntos] A partir de la Figura 1, deduce la relacién:

-
in(x) <1

cos(x) <

y mediante el teorema del sanguche, calcula:

sin(x)

lim
x—0 X
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Figura 1: Areas de los tridngulos y sector circular que permiten aplicar el teorema

del sénguche.
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1.2. [1.5 puntos] Usa

cos(x)=1-2 [sin(g)]z

y el resultado del item anterior para calcular

1—-cos(x)
X

lim
x—0
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2. Limites e infinito: El simbolo para infinito co no representa un ntimero real como tal.
Usamos co para desribir el comportamiento de una funcién cuando los valores en su
dominio o rango van mas alla de lo que podamos representar en conjuntos. Por ejemplo,
cuando decimos

el limite de f(x) cuando x tiende +oo es el valor finito L
Jim f)=1

queremos decir el limite de f(x), cuando x se va muy lejos a la derecha (+)/izquierda (=)
en el eje x, es L.

Otra posibﬂidad que involucra +eco es cuando decimos
cuando x tiende al valor finito ¢, la funcidn f(x) tiende a +oo
If =
xlg}:f{x) =0
Por ejemplo, revisemos la funcién logistica:

A

TiBer ©70 @)

flx)=

llamamos a A el «techo» de la funcion por ser el valor al que tiende la funcién cuando x
crece indeterminadamente hacia valores positivos. Veamos qué pasa para que

iy f00=4

s Podemos escribir

i e i S 2
x=tol+Be k* i (1+Be_kx] 1+B- lim (e-"x]
X—+c0 X—+00
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= En particular:

lim e~
X—+c0

= Por lo que

—k
k":( lim e")
X—+00

lim =
x—+c0 ] 4+ Be—kx

Con esto ya revisado. Considera la funcién logistica general dada en (1) y calcula con el
mismdo detalle que el ejemplo dado lo siguiente:

2.1. [1.5 puntos] xl_i.lzlm[f(—x)].

K ip -0 R2pO

‘?M -I(«x‘]:.hw\ ‘1[‘(#) :A

+Cowan Otio fosw02
—= hW\ {1(, )= [t A
fo- 1+g*" r00 oo 1HBE )
hW& ‘hi.): hM A ..y_x:A - = ______é_‘___ B S
K-shd g-poa HBE i ]:HBQ*WJ 1+ Blowm [e |
) - =09

hocieudh v combio de uarﬁo\!ak K== 0 4
K'sx 2 ﬁif:fo s ol o Rl

Iy =) [+ B.0°

2.2. [1.5 puntos] Mim [=f(=x)].

Como
i [ fx) )= A

K=P-pO

Eitouces !

b B> @)

=-A

X -0

(- Jo0)] -l
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3. Continuidad y derivada

3.1. [2.0 puntos] Teorema de valor intermedio (TVI): Supén que la funcién f(x) es con-
tinua en un intervalo cerrado [a, b] y que y. es un valor entre f(a) y f(b). Entonces,
hay un valor x = c en [a, b], tal que f(c) = y.. Esto significa que la funcién f(x) nunca
toma dos valores, f(a) y f(b), sin tomar todos los valores intermedios.

Veamos un ejemplo. Sea la funcién

flx)=(x-3%-4, x€l0,8]

20 (8, 21)

15

10

(©,3)

VR, R —— 5‘ » »
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- (3. -4)

Figura 2: Grafico de f(x)=(x—3)>-4, x€][0,8].

A partir de la Figura 2, lo que el TVI nos dice, por ejemplo, es que en [3,8] hay una
rafz 1. Esto es porque y. = f(c) =0 esté entre f(3)=—4y f(8) =21.

Considera la funcién:

-x*-1 -4=x<1

f(x)={

y muestra si hay o no una raiz en su dominio.

x*+1 l=xsd

Para apbear ol T, debewios, evalbar | L0age,hay v discoiusted wo eulfabla
b confusidod.em w<4s enx;;.
o : - Anafizawos por‘f?aumfj"
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Lﬂ_ x)-XLu:} K= ==|-[=-2 i‘:"’é“éf i<l
) ()21 o fo-2 Ywo hoy
&) - I3 L= 1=0 W yﬁl&% -

3.2. [2.0 puntos] Usa la definicién de derivada

— lim flx+h) - f(x)

/
Fix h—0 h

y muestra que

i sin(x) = cos(x)
dx -

B decir, cuando f(x)=0
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Sugerencia: En tu procedimiento. usa los resultados de los items 1.1 y 1.2

Usaudo [ delduicion s
S R = [iwm Siufx+h)-p

o> [ 5“"“"0"3'**%"%\__@%
- Bun [23ux[Cosh-1 T
ool
= Sk, fn (CD&L“' )+Cosy: fm 53‘&& )
he0 k-ro W

= Rute O + oz, A = Gosx

3.3. [2.0 puntos| Considera la funcién:

fx)=—|x—4|+3
Usa la definicién de derivada y calcula f'(4).
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Parte II: Almuerzo <

El almuerzo es la comide principal del dia y suele aportar la mayor cantidad de energia y
nutrientes. Es fundamental para mantener el rendimiento fisico e intelectual durante el resto
del dia. .

4. Recordemos que en la semana 3 vimos el caso de funciones exponenciales. En el ejercicio
de calcular el interés compuesto para una candidad inicial Dg, en miles de soles, por
ejemplo, a la que un banco le aplica una tasa anual k en x entregas (capitalizaciones)
anuales, podia ser modelada por la funcién

k Xt
D(t)=Dp|1+= (2)
X

donde t se mide en afios.

Consideremos Dy =1 (mil soles), k=1 (100% de interés anual), t=1 (luego de un afio) y
probemos ciertos valores de x (entregas):

x | anual | semestral | mensual | semanal | diario | por hora | por minuto
D(1) 2 2.52163 | 2.61304 | 2.6926 | 2.71457 | 2.71813 2.71828

La moraleja de este ejercicio fue:

S1 depositaras, por ejemplo, mil soles en un banco, con interés compuesto anual del 100 %,
capitalizando cada vez mds veces, tu dinero ol final de un ano acabard siendo multipicado
por un factor de 2.72 aprozimadamente, no mds.

Esto fue lo que Jacob Bernoulli hizo en el s. XVII para definir la constante, a la que Euler,
en el s. XVIII llamé e:

e=2.7182818284590452353602874713526624977572470937000...
En este ejercicio demostraras, usando propiedades de logaritmos y limites que

lim D(t) = Doe**, k>0 (3)

X—0C0
4.1. [0.5 puntos] Haz el cambio de variable z=1/w en el limite
1 w
L= lim (1 + —)
W—00 w

Luego, determina lo que representa O, O y A en la siguiente expresién en términos

de z:
L=lim 1+
z—0

L=l (145)7 5t 2=k s 2s0
w—mo( wL, “ws )
L=bw (1+2)° . 0:0
¢~»0 ¥ :
0=
a= b




4.2. [1.5 puntos] Luego de completar el item anterior, prueba que la expresién obtenida

puede ser escrita como

L=exp ( lim Aln(1+ D)]
z—0

Sugerencia: Usa propiedades de exponenciales/logaritmos.

Cowo /= FW\ (ﬂ + 8)’%‘@@’3; L= QKP(%{‘:’»@%(%U{-%))

l =

LeEmoxpUlial®] | 0-0
L=_ZILWC‘)6KP[-!§_\MU+%)] A-L

4.3. [1.0 puntos] Cuando O es una cantidad muy pequefa, como ocurrird aqui, podemos

aproximar
In1+0) =

Usa esto para, finalmente encontrar el limite L.
Como )< exp LW\ lV\(H‘%)] L-¢ -¢

(om0 >0 etﬂf)me% 2 65 Wy PRI
?L egub\}‘w\ des t‘k ex |ka E')

4.4. [0.5 puntos| En la funcién dada en (2), haz el cambio de variable w = x/k y reescribe
la funcién D(t) en términos de los parametros w y k.

D(t’) — Dg ( ( 4’.;‘4. )‘Kg L\Mebdo ej&')-W‘-t)ED uJ:& - = X
Wit W
DIt) =T | %)

4.5. [0.5 puntos] Ya que x y w son proporcionales, el limite a calcular puede ser escrito
como
lim D(t)

Ww—0o0

Con esto, escribe la expresion dentro del paréntesis

kt
lim D(t) =D0( )

w—oco
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4.6. [1.0 puntos] Calcula el limite
xll_l_'n D(1)

Sabawog, Qve,‘; i
LEED(H:DQ’JM (l.;,_&))“’_)

W+

o ImOt)- Doekt

W20

5. En un ejercicio mecanico, un grupo de estudiantes de UTEC prueba un cohete controlado.

Un estudiante prueba el control del cohete y empieza a tomar datos cuando este va con
velocidad constante; luego, a los 4 minutos de ascenso, activa los propulsores y acelera el
cohete hacia arriba. Al llegar a su punto més alto, manipula el cohete para que descienda
hasta la posicién en la que aplicé los propulsores, luego de 10 minutos. En ese instante,
por una falla en el mecanismo, el cohete explota. El grafico de posicién vertical en el
tiempo puede ser visto en la Figura 3 abajo:

30

25 |

20

15

10

0 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 11

Figura 3: Gréfico de la funcién posicion vertical en el tiempo del cohete controlado.

5.1. [0.5 puntos] Escribe la funcién y(t) por tramos que modela el recorrido vertical del
mecanismo. Analiza su continuidad en el instante en que acelera.
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Lo funcioh edfs dnidida ew dys Tromos:
pte [0, 4] eo wua Pougioh bl

wm= 12-4 . b AP ]

4-0 4 -
b=4-m.0=4 lgigﬁ:&) Vit - RT+H O<tey
=2ty 2tk 4t <o

ARG 107 e oo foucion wadilica:

Usiice : t?,bf)] Gi= {zc}BO

PY=0(t-2)+30  fa--18
y=0(4-2)30=12/,_ 7

5.2. [1.5 puntos] La velocidad vertical estd dada por

dy

=3

Usa la definicién de derivada y escribe la funcién vy (1) del cohete.

2+ O<tey dy m -2+ oth-Hk
et L [( olt-7a0 4t<10 | JE Lf—vo —__““]‘

Akakzomos portramos 2 di [ - Q(L\ui' [‘j}
{te<os 4y dt h»0
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Y g gghk?woj ]_%HBOJ stlm ] -2 OkR
It or A #7%}“ ~4tL03 Gt d
%(: Jun ~Q AR 2th- 1h- -t 3 41491

t W0 — L

5.3. [1.0 puntos] ;Es posible saber la velocidad del cohete en el instante en que enciende
los propulsores? Explica detalladamente mediante argumentos matematicos.
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Parte III: Cena (Bonus) &

La cena es una comida opcional, pero en muchos casos necesaria para recuperar energia tras
un dia intenso. Puede ayudar a conciliar el suefio si es ligera y bien equilibrada. Saltarla no
siempre es perjudicial, pero dependerd del estilo de vida y necesidades de cada persona.

6. [1.0 puntos] Sea
X5 4 3%+2

foo = x2+4x+3

Calcula lim f x). Analiza, ademads, la continuidad de f(x) en x=-1.
x—-.-.

@?,M Y2042, _ {;wa C)CH)LKH » !tw\ XK+2 _(-1)+2 - _L

- CHARAD el (a3l l) x»-l X435 (F)+> 2

Ewlondo Ht-1)4
Jey) '(_ﬂi:?.(_i—— z1-342 -0 - ug odsfo,,

[-1) {-C{[ 1)73 }—ZH-:’) @)
%fomoemjé IL( dawo JO‘ 'pUUtCtO'/L

El liwste deo Jod en x—= - L extsle
%AK;C&Q ﬁg 0 de WAUETO. ouita

7. [1.0 puntos] Sea .
flx)=-2(x-7°+30, x¢€4,10]

Calcula la tasa promedio de f(x) en su dominio.

Toso _ fuay- o) _ Tan-qu0-9%1- [20-204- 11
FO!MQC;:O ——
10 - A 6

s "_Z.q +9.9 =0
6

8. [1.0 puntos] Usa la definicién de derivada y calcula f'(x) para la funcién de la pregunta
anterior. jPara qué valor de x la tasa instantdnea es igual a la tasa promedio?

H_ b [30- 2tk 1- [304%- 117 = oy - s heafbalx-2)
dr IA,—PO b k>0 L\

- liug Qb9 + 2 h- (e~ )= (6= [4x +49) ] - daaw. A roxh- 19h)

L=

i
N h

- cvaud: ~ A 002

= s -0t 28 = -0 =y (¢ 7) d4 Ve o=
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