UTEC x Calculo Vectorial

UNIVERSIDAD DE INGENIERIA
Y TECNOLOGIA

Examen Parcial 2023-2. Tiempo: 100 minutos

Indicaciones
1. Luego de los 100 minutos del examen, tendran 10 minutos para subir a Gradescope su desarrollo.
El examen tiene 23 puntos pero méximo se podra obtener 20.

No se permite el uso de equipos electronicos, solo calculadora no programable ni graficadora.

- W

Al minimo intento de copia o sospecha de copia, se anulara el examen sin opcién de reclamo.

1. Procedimental (20 Puntos)

Problema 1 (7 puntos)

Una persona pasea en una montafia rusa llamada "Montana Emocionante". El movimiento de la persona
en un determinado trayecto de la montana rusa se puede modelar por la curva descrita por la siguiente
ecuacion 7 = 3cos(t)i + 3sen(t)j + v/Ttk, donde t es el tiempo medido en segundos y r(t) es el vector
de posicién de la persona en metros.

a) (2 puntos) Determine el vector unitario tangencial T y el vector unitario normal N para cual-
quier instante de tiempo.

b) (2 puntos) Encuentre las ecuaciones paramétricas de la recta tangente en el punto ¢t = §.

¢) (3 puntos) Use la informacion del vector unitario normal hallado en el item (a) y halle la ecuacion
cartesiana del plano perpendicular a dicho vector en un instante determinado (Sugerencia: usar
el mismo instante de tiempo que se uso6 en el item (b)). Demuestre que dicho plano es paralelo

al al vector <1, —\/§,O>.

Problema 2 (7 puntos)

Para determinar la elevacion del penacho, (elevacion promedio de sustancias gasesosas emitidas por
los procesos y actividades industriales) se utiliza la ecuacion de Briggs dado por:

1,6F1/3d2/3
H = = (1)

Donde H representa la elevacion del penacho (m), F es el parametro del flujo por flotacién (m?*/s%), d
es la distancia aguas abajo a partir de la cota maxima de la elevacion del penacho(m), y U representa
la velocidad del viento en la boca de la chimenea (m/s).
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Supongamos que los valores de F, d y U son 684 m*/s3 , 807 metros y 5 m/s respectivamente y los
errores en la medicion de F, d y U fueron de 0.01, 0.02 y 0.03 respectivamente.

1. (2 puntos) Determine la elevacion del penacho.
2. (3 puntos) Estime el error propagado de la elevacion del penacho.

3. (2 punto) Estime el error porcentual en la medicion del penacho.

Problema 3 (6 puntos)

Un alpinista se encuentra explorando una regiéon montaniosa con un terreno que tiene una elevacion
variable. La elevacion del terreno estd modelada por la siguiente expresion:

E(z,y) = 200 — 2% — ¢
Donde E(z,y) es la elevacion del terreno en metros sobre el nivel del mar, x es la distancia en metros
hacia el este y y es la distancia en metros hacia el norte.
a) (2 puntos) Grafique tres curvas de nivel y bosqueje la superficie E(z,y).

b) (2 puntos) Determine la direccion desde el punto de coordenadas (10,5) donde el terreno cambia
més rapidamente?

¢) (2 puntos) ;Cual es la tasa maxima de elevacion desde el punto de coordenadas (10,5) que
puedes encontrar en esta regién montanosa?

2. Adicional (3 Puntos)

1) (1.5 puntos) Se tiene un problema de optimizacion con restriccion, se ha graficado las curvas
de nivel de la funcién a optimizar (funciéon objetivo) y la curva de nivel de la restriccion. Senale
donde se ubicarian las soluciones del problema de optimizacion, justifique su eleccion.
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2) (1.5 puntos) Dada la siguiente gira esboze el curso que debe seguir un andinista si sigue la
direccion de mayor pendiente. ; Cudl es la diferencia entre las curvas de ascenso que parte de tres
puntos diferentes P, Q y R?
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FORMULARIO:

1. Sea el producto interno o escalar de los vec-
toresay b

a-b=azb; + ayby + a.b, = |a||b| cos
(2)

2. Sea el producto vectorial de los vectores a y

b
ik
axb=la; ay, a;
by by b,

3. Recordar el triple producto escalar para ha-
llar el volumen de paralepipedos. Sea a, b, c
vectores, entonces:

ag Gy a;
a-(bxc)=|by b, b,

Cx Cy C:

4. Sea la ecuacion paramétrica de la recta R:
R: (.’I,'(), Yo ZU) +t<a/7 b7 C>
donde

B P = (x0, Yo 20) es un punto por donde
pasa la recta R.

B (a, b, ¢) es un vector paralelo a la recta.
B ¢ es un pardmetro variable

5. Sea C una curva (en el plano o en el espacio)
dada por el vector posicién

r(t) = x(t)i+y(t)]
r(t)= z(t)i+yt)j+z(t)k

6. Vector unitario tangente y vector unitario
normal principal

T '(t)

T(0) = L N =

L0l

7. Componentes de la aceleracion:

v-a _ d3s

ar = a-T =15 = 4

aN = a- N
|[vxal|
[v]]

= /llal]? = af

8.

9.

10.

11.

Sea la funcion f(x, y, z), entonces:

B Su diferencial total sera:

et Ly 9

4= ay"” " 92

B De lo anterior, su variacién respecto de
la variable ¢ sera:

af 8fdac+8fdy+8fdz
dt — Oz dt  dydt 0z dt

B Su gradiente V[ es:

8]&

V=4 +a£j+af

B Su derivada direccional en la direccién
del vector unitario u es

Dgf:Vf-u

B Valores maximos y minimos de la deri-
vada direccional

—\Vf(:c, Y, Z)‘ < Duf < IVf(.’L', Y, f))’
3

Recordar para Ax y Ay pequeiios, se cumple
lo siguiente:

Az ~ dz

y esto significa lo siguiente:

Sea z = f(x,y) una funcién. Una curva
de nivel esta dada por la ecuacién z =
f(z,y) = k para diferentes valores de k. Si
w = f(z,y,2), entonces w = f(z,y,z) = k
define una superficie de nivel.

Recordar que el error propagado de una fun-
cion z = f(x, y) es Az y el error relativo es

Az/z.
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