UTEC x Calculo Vectorial

UNIVERSIDAD DE INGENIERIA
Y TECNOLOGIA

Examen Final 2024-1. Tiempo: 100 minutos

Indicaciones
1. Luego de los 100 minutos del examen, tendran 10 minutos para subir a Gradescope su desarrollo.
El examen tiene 23 puntos pero méximo se podra obtener 20.

No se permite el uso de equipos electronicos, solo calculadora no programable ni graficadora.

Ll

Al minimo intento de copia o sospecha de copia, se anulara el examen sin opcién de reclamo.

1. Procedimental (20 Puntos)

Problema 1 (8 puntos)

Un buzo se encuentra sumergido en un lago, cuya temperatura varia por la siguiente expresion T'(x, y, z) =
4 — 2% 4 3y% + %22 [°C] donde x representa el desplazamiento horizontal en metros, y representa el
desplazamiento vertical en metros y z la profundidad en metros.
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a) (2 puntos) Considerando que el buzo se encuentra en el punto A=(0,2,-1). ;Qué direccion
debe seguir el buzo para que la temperatura del lago aumente mas rapido? y ;Cuénto es ésa
temperatura maxima?

b) (2 puntos) Si el buzo llega a la superficie del lago y suponiendo que la temperatura sobre la
superficie esta dado por T'(z,y) = 22 + xy? — 22 + 1 ademas P(1,0) es un punto critico de la
funcién temperatura jEn el punto P se tiene la temperatura méxima, minima o solo es un punto
silla? Justificar con el célculo.

¢) (2 puntos) Para la funcién temperatura del item(b), plantear las ecuaciones necesarias y deter-
minar los puntos criticos.

d (2 puntos) Sila temperatura del lago por efectos del clima cambia a T(z, y, z) = 22422 se quiere
determinar las temperaturas extremas (maximo y minimo) en la region eliptica 2% 412 +22% = 25
generada por los vientos.

Problema 2 (7 puntos)

La region mostrada en la figura de la izquierda puede ser descrita por las curvas z2 + y? = 2az ,
x? + y2 = 2ay y la curva 2+ y2 = 4a®
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a) (3 puntos) Identifique cada una de las curvas que limita la region indicada en coordenadas
polares encontrando ademas el valor de la constante a.

b) (2 puntos) Esboce la region transformada en el plano polar 6,r

¢) (2 puntos) Calcule el area de la region usando integrales dobles en coordenadas polares.

Problema 3 (5 puntos)
Considere la secuencia infinita de tridAngulos rectos sombreados en la figura mostrada.
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a) (2 puntos) Determina la expresion que representa el area del tridngulo que corresponde al n
ésimo triangulo formado.

b) (2 puntos) Calcula el area total de los triangulos .

¢) (1 puntos) Determina a serie de Taylor en torno de z = 0 para la funcion f(x) = (z+1)In(z+1)

2. Adicional: Conceptual (3 Puntos)

7/2  p2cosf
1) (1.5 puntos) Dado: I = / r3drdf  grafique la region de integracion en coordenadas
—7/2J0
cartesianas, indicando las ecuaciones de las curvas que limitan la regién, asi como también,

;Indique qué funcidén se estd integrando?, exprese en coordenadas cartesianas.

2) (1.5 puntos) Para las siguientes afirmaciones coloque (V) si es verdad e indique en qué se basa
la afirmacion, en caso sea falso escriba un ejemplo que muestre que es falso.
[e.e]

s Si lim ai = 0 entonces la serie g ajp converge a cero.
k—so00 —

— (_1)n71
n La serie Z m es convergente.

n=1
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ORMULARIO:

a) Sea la funcion f(z, y) el cual tiene una
restriccion g(z, y), los méximos y minimos
de f seran determinados por los multipli-
cadores de Lagrange A, dados por

Vf=A\Vg

Si se tiene una regiéon R que consta de to-
dos los puntos (z, y) = (rcosf, rsinf),
entonces al realizar una integral de la fun-
cion f(z,y) en la region R es posible ver
que:

/ f(m,y)dA:// f(rcosf,rsiné
Rz,y DT,Q

donde D, g es la region en coordenadas po-
lares.

Sea una superficie S : z = f(z,y). El area
de esa regioén es dada por:

A(S)=//D\/(fx)2+(fy)2+1 dA

Criterio de la segunda derivada Sea
una funcién f con segundas derivadas par-
ciales continuas en una regiéon donde hay
un punto (a, b) para el que se cumple
fz(a, b) =0y fy(a, b) = 0; es decir, (a, b)
es un punto critico. Para buscar los extre-
mos relativos, se considera la expresion:

D= ftw(a? b)fyy(a7 b) - f%y(a? b)2

1) Si D >0y fe(a, b) > 0 entonces
f(a, b) es un minimo relativo.

2) D >0y fg(a,b) < 0entonces f(a, b)
es un méaximo relativo.

3) D < 0 entonces f(a, b) es un punto
silla.

4) Si D = 0 entonces el criterio no lleva
a ninguna conclusién.

Serie Geométrica

Cada término de ésta serie se generan a
partir del término anterior multiplicaAndo-
lo por una razoéon r

o

E ap = lim S,
n—oo

n=1

Luego

g [ <t

im =

f) Serie alternate

Si la serie alternate
o0
D (=1 by =b1 — by +bg — by + ...
n=1

cumple con
1) b, > 0 para todo n.
)TdeQQ) bni1 < b, para todo n.
3) lim,, 00 by, = 0.

entonces la serie es convergente.

g) Criterio de la razén

= L < 1, entonces

1) Si limy, oo [“2

la serie ) a, es absolutamente con-
vergente y por lo tanto converge.

Si limy, oo = L > 1, entonces

QAn41
a
la serie ) a,, es divergente.

QAn41

Silimy, oo 1, entonces la

prueba no es concluyente; es decir,
no se puede obtener conclusiéon alguna
sobre la convergencia o divergencia de
la serie.

h) Si f se puede representar como una serie
de potencias en a; es decir, si:

f(z) = ch(a: —a)" |Jx—a| <R
n=0

Entonces sus coeficientes estan dados por
la formula;

f™(a)

n!

Cp —

Para el caso en el que a = 0, la serie que
resulta se le llama Serie de Maclaurin

de f.
donde o0
Fm(0) f10)  f"(0) o
= "= f(0)+ +——x ...
Sy, =a+ar+ar?+ar’+--+ar" T+ ar” f(@) nZ:o n! o 1(0) T
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