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UTEC



UTEC x Calculo Vectorial

UNIVERSIDAD DE INGENIERIA
Y TECNOLOGIA

Examen Final 2022-2

Problema 1 (5 puntos)

La funcién de producciéon de Cobb-Douglas para un fabricante de software esta dada por:
f(x,y) = 1002 4yt

» z representa las unidades de trabajo (a $150 por unidad).

» s representa las unidades de capital (a $250 por unidad).
El costo total de trabajo y capital esta limitado a $50000. Hallar (usando los multiplicadores de
Lagrange) el nivel méximo de produccion de este fabricante.
Problema 2 (5 puntos)

Evaluar la siguiente integral: [ (87 + 62y)dA donde R es la region acotada por las circunferencias
22+ 1y =9y 22+ 9% =16 y que pertenece tnicamente al primer cuadrante.

a) Grafica la region plana donde se realizara la integral e indica los limites de integracion.
b) Plantea la doble integral y resuelve usando coordenadas polares (Si usa otro método no se cali-

ficara).

Problema 3 (5 puntos)

2 2 >
Halle el volumen debajo de la semiesfera: z = /25 — 22 — y2 acotada por R = {w i_i 0_ 2}

a) Grafica la region plana donde se realizaré la integral e indica los limites de integracion.

b) Plantea la doble integral y resuelve usando coordenadas polares (Si usa otro método no se cali-
ficara).

Problema 4 (5 puntos)

Dada la serie

Determinar si converge
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Formulario

Sea la funcion f(z,y) el cual tiene una restriccion g(z,y), los maximos y minimos de f seran
determinados por los multiplicadores de Lagrande A\, dados por

Vf=AVg

Si se tiene una region R que consta de todos los puntos (x,y) = (rcos#, rsend), entonces al realizar
una integral de la funcion f(z,y) en la region R es posible ver que

/ f(x,y)dA:// f(rcosé, rsend)rdrdf
Rx,y Dr,9

donde D es la region de integracion en coordenadas polares.

Sea una superficie S : z = f(z,y). El area de esa region es dada por

A(S)Z//D \/(fx)2+(fy)2+1 dA

Criterio de la segunda derivada

Sea una funcién f con segundas derivadas parciales continuas en una regiéon donde hay un punto
(a,b) para el que se cumple fy(a,b) =0y fy(a,b) =0, es decir, (a,b) es un punto critico. Para
buscar los extremos relativos, se considera la cantidad

D = fxﬂc(a’ b)fyy(a’ b) - |f$:y(a’ b)|2

SiD>0y fy(a,b) >0 entonces f(a,b) es un minimo relativo.
SiD >0y fzz(a,b) <0 entonces f(a,b) es un méaximo relativo.
Si D < 0 entonces f(a,b) es un punto silla.

Si D = 0 entonces el criterio no lleva a ninguna conclusién.

= Regla de L’ Hospital
Sean dos funciones f y g # 0, si existe el limite f’'/¢g’ entonces existe el limite f/g, y se cumple

que
lim M = lim f'(n)
w3 gln) 5 g(n)

= Serie geométrica
Sea la serie

o

E ap = lim S,
n—oo

n=1

donde S, =a+ar+ar?+...ar"
Si |r| > 1 entonces la serie diverge
Si |r| < 1 entonces la serie converge
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= Serie p
La serie p
>
n=1 nr

converge si p > 1 y diverge para p < 1.

Criterio de la comparaciéon
Sean Y an, »_ b, v Y. ¢, series con términos no negativos. Suponga que para algin entero N

b, <ap, < c,, paratodon > N

a) Si Y ¢, converge, entonces »  a, también converge
b) si > _ b, diverge, entonces » _ a, también diverge.

Serie alternante

Si la serie alternante
oo

D (1" by =by —by+bg—bat ...
n=1

cumple con

I. b, > 0 para todo n

II. b1 < by, para todo n

1. limy, 00 by, =0

entonces la serie es convergente.

Criterio de la razén

. An+1 .
I Si limy, o0 | nt | = L < 1, entonces la serie Y a, es absolutamente convergente y por lo tanto
converge. "
. On+1 . .
I1. Si limy, 00 | nt | = L > 1, entonces la serie Y a, es divergente.
Aan,
c . Gp41 .
II. Si limy, oo |n—+| = 1, entonces la prueba no es concluyente; es decir, no se puede obtener conclu-
a

n
sion alguna sobre la convergencia o divergencia de la serie.

Prueba de la raiz

I. Si limy, 00 V/]an| = L < 1, entonces la serie Y a, es absolutamente convergente y por lo tanto
converge.

II. Si limy, 500 V/]an| = L > 1, entonces la serie Y a, es divergente.

III. Si limy, 00 ¥/|an| = 1, entonces la prueba no es concluyente; es decir, no se puede obtener conclu-
sion alguna sobre la convergencia o divergencia de la serie.

Radio de Convergencia

Para una serie de potencias general centrada en a de la forma

ch(:v—a)":co+cl(x—a)+02(x—a)2+...

n=0

donde x es una variable y ¢, son los coeficientes de la serie, se cumple que solo hay 3 posibilidades
1. La serie converge solo cuando z = a entonces R = (
2. La serie converge para todo z, entonces R = oo
3. Hay un namero positivo R tal que la serie converge si |z — a| < R y diverge si |z —a| > R

donde R es llamado radio de convergencia.
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