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Cálculo Vectorial
Examen Final 2022-2

Problema 1 (5 puntos)

La base rectangular de un paralelepípedo tiene sus 4 vértices sobre la elipse x2+4y2 = 4. Uno de estos
vértices es P (x, y) y está en el primer cuadrante. Si la altura de este sólido es igual a la absica de P ,
determine su máximo volumen. Utilice el método de multiplicadores de Lagrange (No se corregirá si
usa otro método).

Problema 2 (5 puntos)

Utilizando Integrales Dobles, halle el área limitada entre las curvas: y = 2 − x2, y = x por encima
del eje x. Dibujar la región, indicando las intersecciones y hallar su área. (Si no usa integrales dobles,
no se calificará la pregunta).
Nota: El problema es en 2D.

Problema 3 (5 puntos)

Se tiene una semiesfera z =
√
16− x2 − y2 y un cilindro x2 + y2 = 1. Halle el volumen debajo de la

semiesfera pero exterior al cilindro.

a) Grafica la región donde se realizará la integral e indica los límites de integración.

b) Plantea la doble integral y resuelve usando coordenadas polares

Problema 4 (5 puntos)

Se tiene la siguiente serie
∞∑
n=1

(−1)n(x− 1)n

n2n

a) Determinar el radio y el intervalo de convergencia.

b) Demostrar la convergencia en los extremos.
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Cálculo Vectorial
Formulario

Sea la función f(x, y) el cual tiene una restricción g(x, y), los máximos y mínimos de f serán
determinados por los multiplicadores de Lagrande λ, dados por

∇f = λ∇g

Si se tiene una región R que consta de todos los puntos (x, y) = (rcosθ, rsenθ), entonces al realizar
una integral de la función f(x, y) en la región R es posible ver que∫ ∫

Rx,y

f(x, y)dA =

∫ ∫
Dr,θ

f(rcosθ, rsenθ)rdrdθ

donde D es la región de integración en coordenadas polares.

Sea una superficie S : z = f(x, y). El área de esa región es dada por

A(S) =

∫ ∫
D

√
(fx)2 + (fy)2 + 1 dA

Criterio de la segunda derivada
Sea una función f con segundas derivadas parciales contínuas en una región donde hay un punto
(a, b) para el que se cumple fx(a, b) = 0 y fy(a, b) = 0, es decir, (a, b) es un punto crítico. Para
buscar los extremos relativos, se considera la cantidad

D = fxx(a, b)fyy(a, b)− |fx,y(a, b)|2

Si D > 0 y fxx(a, b) > 0 entonces f(a, b) es un mínimo relativo.
Si D > 0 y fxx(a, b) < 0 entonces f(a, b) es un máximo relativo.
Si D < 0 entonces f(a, b) es un punto silla.
Si D = 0 entonces el criterio no lleva a ninguna conclusión.

Regla de L’ Hospital
Sean dos funciones f y g ̸= 0, si existe el límite f ′/g′ entonces existe el límite f/g, y se cumple
que

ĺım
n→∞

f(n)

g(n)
= ĺım

n→∞

f ′(n)

g′(n)

Serie geométrica
Sea la serie

∞∑
n=1

an = ĺım
n→∞

Sn

donde Sn = a+ ar + ar2 + . . . arn

Si |r| ≥ 1 entonces la serie diverge
Si |r| < 1 entonces la serie converge
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Serie p
La serie p

∞∑
n=1

1

np

converge si p > 1 y diverge para p ≤ 1.

Criterio de la comparación
Sean

∑
an,

∑
bn y

∑
cn series con términos no negativos. Suponga que para algún entero N

bn ≤ an ≤ cn, para todo n > N

a) Si
∑

cn converge, entonces
∑

an también converge
b) si

∑
bn diverge, entonces

∑
an también diverge.

Serie alternante
Si la serie alternante

∞∑
n=1

(−1)n−1bn = b1 − b2 + b3 − b4 + . . .

cumple con
I. bn > 0 para todo n
II. bn+1 ≤ bn para todo n
III. ĺımn→∞ bn = 0
entonces la serie es convergente.

Criterio de la razón

I. Si ĺımn→∞ |an+1

an
| = L < 1, entonces la serie

∑
an es absolutamente convergente y por lo tanto

converge.
II. Si ĺımn→∞ |an+1

an
| = L > 1, entonces la serie

∑
an es divergente.

III. Si ĺımn→∞ |an+1

an
| = 1, entonces la prueba no es concluyente; es decir, no se puede obtener conclu-

sión alguna sobre la convergencia o divergencia de la serie.

Prueba de la raíz

I. Si ĺımn→∞
n
√
|an| = L < 1, entonces la serie

∑
an es absolutamente convergente y por lo tanto

converge.
II. Si ĺımn→∞

n
√

|an| = L > 1, entonces la serie
∑

an es divergente.
III. Si ĺımn→∞

n
√

|an| = 1, entonces la prueba no es concluyente; es decir, no se puede obtener conclu-
sión alguna sobre la convergencia o divergencia de la serie.

Radio de Convergencia

Para una serie de potencias general centrada en a de la forma
∞∑
n=0

cn(x− a)n = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + . . .

donde x es una variable y cn son los coeficientes de la serie, se cumple que solo hay 3 posibilidades

1. La serie converge solo cuando x = a entonces R = 0

2. La serie converge para todo x, entonces R = ∞

3. Hay un número positivo R tal que la serie converge si |x− a| < R y diverge si |x− a| > R

donde R es llamado radio de convergencia.

UTEC


